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Tema 1

Espais de Banach

1.1 Definicié, exemples, i primeres propietats

Definicié 1.1.1. Diem que (£, ||-||) és un espai vectorial normat si E és un espai vectorial
sobre R (0 C)i||-|: £ — R és una norma, és a dir, satisfa

i) =[] = 0.
ii) ||z]| =0 <= z=0.
i) [[Az]l = [All|lz]], VA € R, Vx € E.
iv) flz +yll < [lzfl + llyll-
Si no satisfa la condici6 ii) pero satisfa les altres, diem que és una seminorma.

Exemple 1.1.2. A R", el nostre primer exemple de normes sén || - ||, per 1 < p < oc:

3=

[2llp = (1 [” + f2]” + - -+ |2n]”)
[lloo = lim [z, = max(fa],..., |2n])

Definicié 1.1.3. Dues normes || - ||, || - || son equivalents (sobre E) si 3K;, Ky tals que
Ve e B
Kiflz]| < [z < Kafl«]

Observaci6 1.1.4.
« Tota norma indueix una distancia d(z,y) = ||z — y||.

e Dues normes equivalents indueixen distancies uniformement equivalents (en parti-
cular, tindran la mateixa topologia i les mateixes successions de Cauchy).

o A R” totes les normes son equivalents.

« A la figura 1.1 hi podem trobar exemples d’esferes unitat a R? amb la norma || - ||,,.
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Figura 1.1: Esferes a R? amb diferents || - ||,

e Si f € €la,b], podem definir-ne dues normes diferents

17 = [ 1@l a.
Il = su 172

z€a,b]
En aquest cas, ||fi|| < (b — a)||flloo, Pero || foll € K| f|l1, perqué podem trobar
funcions d’al¢ada arbitraria i d’integral constant. Per tant, en espais vectorials de
dimensi6 infinita trobem normes que no sén equivalents.

Definicié 1.1.5. Un espai vectorial normat es diu de Banach si és complet.

Observacié 1.1.6. Per a la seglient proposicid, recordem que es diu que una serie Y x,
és absolutament convergent si ho és la série de termes positius Y |z,].

Proposicié 1.1.7. (E, ||-||) és de Banach si i només si tota seérie absolutament convergent
és convergent.

Demostracio. Vegem la implicacié conversa, deixant la directa com exercici per al lector.
Sigui (z,,) una successiéo de Cauchy de E. Considerem una parcial (z,,) definida de tal
manera que Vk > n;

1
|lzk — x| < 5

Com els termes
Tn; = Tny + (an - xm) +--+ (xnz - xni—l)
sén sumes parcials d’una seérie absolutament convergent, la subsuccessié (z,,) és conver-

gent i aleshores també ho és (z,,) per ser de Cauchy. O

Observaci6 1.1.8. Al llarg dels apunts, farem servir la notacié IV f = 8& f amb

a1 an,
T, " ...0Ty

B = (aq,...,a,) un multi-index i |B] = a; + -+ + a,.
Exemple 1.1.9. Sén espais de Banach els conjunts segiients:

 Les funcions continues i fitades €°(Q2) amb Q C R™ obert i la norma || f||. =
SUp,eq | f(2)]-

o Les funcions €F(Q) = {f: Q—=R|Dfed Vg < k:} amb la norma ||f]|xr =
Siat<k | D7 flloe.
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o Els subespais dels exemples anteriors C{ (2) (funcions uniformement continues i

fitades), Cf 1 6,(Q).
o Els espais de Holder €*(Q2) per 0 < a < 1. Diem que f € €*(Q) si existeix K tal

que
[f(z) = f ()|
[z =yl
Sén espai de Banach amb la norma

<K VY(z,y)eQxQ.

e = If oo+ sup LD =IO

z,ye, x#y |5U - y|a

Per a = 1 la condicié de Holder és la semi-norma de Lipschitz. Es a dir,

up 1) = F9)l

1z — 9 =K = |f(z) - fy)| < K|z —yl.

Exemple 1.1.10. Fixada 1 < p < oo, sigui

Lp(Q):{f:Q%R|fmesurable, /Q|f|pdx<oo}/N

I, = ([ 1rian)”

on ~ és la relacié d’equivalencia f ~ g si || f — g||, = 0. Cal fer el pas al quocient perque
| f|l, sigui una norma i no una seminorma. LP()) també és espai de Banach, i també
podem obtenir-ne un en el cas p = oo amb la norma

|7l = esssup ]

ilespai L = {f: Q > R ||| fllc < 00}/ ~}.

També sén espais de Banach els espais de Sobolev Wh? = {f € LP(Q) | g—é € LP(Q)},
on la derivada parcial esta definida en un sentit més debil que I'habitual, que no veurem
en aquest curs.

Exemple 1.1.11. Finalment, un tdltim exemple d’espais de Banach son els espais de
successions. Si 1 < p < oo,

P ={(@n)nz1 | 20 € R, D [2,]P < 00f

amb la norma

el = (Zw)’l’.

n
Si p = oo,
loo = {(xn)nZI | sup |z,| < oo}
amb la norma
[7]|cc = sup |@y|.
Des d’un punt de vista de teoria de la mesura, aquests dos espais sén casos particulars
dels espais L? si prenem () = Z i u la mesura discreta.
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Proposicié 1.1.12. Siguin (E, | - ||g), (F,]| - ||r) dos espais vectorials normats i siguin
T: E — F lineal. LLavors, les segiients propietats sén equivalents:

i) Existeix zq € E tal que T és continua en x.
ii) T: E — F és uniformement continua.
iii) T és fitada, és a dir, existeix K > 0 tal que ||Tz||r < K||z||p Vo € E.

Demostracio. Es deixen la majoria de les implicacions com exercici per al lector, amb la
indicaci6 que cal usar 7" lineal, és a dir, Tx —Ty = T (x—y). Provarem, pero, i) = iii).
Tenim que Ve > 035 = 6(e) > 0 tal que ||y — xol|p <0 = ||Ty — Ty ||p < €. Prenem

e = 1,1 dg donat per la definicié anterior. Sigui x € E, x # 0. Considerem z = QH‘;OHEJ:.
Aleshores 5 50
12l z = mllxllE =5 <,
de manera que ||T'z||r < 1, és a dir,
7 (g e <1
d’on, traient les constants i aillant |7z,
Tl < 5 ol
0
Proposicié 1.1.13. Siguin F, F' espais vectorials normats.
i) SidimE <ooiT: E — F ¢éslineal aleshores T' és continua.
ii) Sidim F = oo, existeix T': £ — F' lineal no continua.
Demostracio.
i) Siguin ey, es,...,e, una base de E. Tot x € F s’escriu com z = aje; + -+ - + e,.

Definim una norma auxiliar en F
2] = (af + -+ +a2)z.
Com totes les normes de R" sén equivalents, existeix @) > 0 tal que ||z]|" < Q||z||&-

Vegem que T compleix la propietat iii) de la proposici6 1.1.12.

C-S
|Tz||p = |JaxTer + axTey + - - - + o Tey||p < |aa|||Ter][r + - + ||| Ten|r <

a4+ laaP)E(ITerl2 4 - + | Teal2)? = @2y < QQl]
>~ 1 n 1l F nl|lF E > E-

ii) No demostrarem l'existéncia per a tot espai, perd en donem un exemple per E =
R[X], amb [|P(x)| g = sup_;<,<; |P(z)]. Si prenem

T: E—+R
P(z) — P'(1)

Aleshores T'(z") = n, perd ||z"||g = 1, d’on T no és fitat.
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Definicié 1.1.14. Si E, F son espais vectorials normats denotarem per L(E, F') el con-
junt d’aplicacions 7' : E' — F lineals i continues, i també farem servir L(E) = L(FE, E).

Definicié 1.1.15. Si E, F' son espais vectorials normats anomenarem a £’ = L(E,R) el
dual topologic de E. Si f € E', x € E, escriurem f(x) o (f, )z k)

Proposicié 1.1.16. Siguin E F' espais vectorials normats.
1. L(E, F) és espai vectorial normat amb ||T'[| (g, r) = sup|,<i | 77| #-
2. Si F és de Banach, llavors L(F, F') també ho és.

Abans de fer-ne la prova, remarquem una conclusié d’aquest resultat, i posem un exercici
que necessitarem per a la prova.

Observacié 1.1.17. Notem que || Tz||p < |7 ze,m)l|2|| e, ja que
x
1T =Tl
]|
d’on
1Tzl > | T F.

Exercici 1.1.18. Si || - || és norma, demostrar que |||z| — |ly||| < ||z — y||, i a partir
d’aquesta desigualtat veure que la norma és una aplicacié continua.

Demostracio de la proposicio 1.1.16.

1. La linealitat és senzilla de comprovar. Demostrem la desigualtat triangular:

1T+ Sllery = sup (T +S)ellr < sup || T][p + [|Sz]lr <

zllz<1 l[zll<1

< T\ eer) + 1S cz,p)-

2. Suposem T,,, € L(E, F') una successié de Cauchy amb aquesta norma. Donat x € F
qualsevol, notem que T),(z) és una successié de Cauchy en F perque

[Thx = Tonllp = [[(Tn = Tw)allp < 1T = Tnllee.m 12 -

Com que F' és complet, per a cada x € FE, existeix Tx = lim,, .o, T,x € F. Tal i
com hem definit T és lineal per la linealitat del limit. Vegem que també és continua.
Si T,, és de Cauchy, aleshores és fitada a L(E, F'). Si K és una fita de ||T5||zz,F),
aleshores

[Tozll < | Tallllzll < KTl]

Prenent el limit a tots dos extrems de la desigualtat, obtenim que ||Tz| < K||z||,
d’on T és fitada i per tant continua. Falta veure que |15, — T'||z(g,r) — 0. Per ser
T, de Cauchy, sabem que

Ve >0, Ing = no(e) tal que n > ny = ||T,, — T < &.
Per tant, si n > ng,
1 Thx = Tnllp < T = Tl ce.my 2l < el
per a tota x € E. Si prenem m — 0o, obtenim que per a n > ny,
[Toz — Ta||r < eflxf|lz

per a tota x € . En particular, si ||z|| <1 ens déna ||T,, — T'||z(z,r) < €.
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Donem a continuacié una versio senzilla del teorema d’extensié de Hahn-Banach.

Teorema 1.1.19. Teorema de Hahn-Banach.

Sigui E un espai vectorial normat i F' C E un subespai vectorial. Sigui f: F' — R lineal
i tal que existeix C' > 0 tal que |f(x)| < C||z||g per a tota x € F. Aleshores existeix
almenys una extensié f de f, f: F — R tal que |f(z)| < C||z||g per a tota x € E.

Abans de donar-ne la prova, cal introduir breument el lema de Zorn i algunes definicions
necessaries per aquest.

Definicié 1.1.20. Sigui (P, <) un conjunt parcialment ordenat. Direm que Q C P és
totalment ordenat si donats z, y € () qualssevol, o bé x <y o béy < x. Direm que c € P
és fita superior d'un subconjunt @) C P si x < ¢ per a tota x € Q. Es diu que (P, <) és
inductiu si tot conjunt ordenat () C P té almenys una fita superior ¢ € P. Es diu que
m € P és element maximal six > m — x =m.

Lema 1.1.21. Lema de Zorn. Si P és un conjunt ordenat inductiu, aleshores té elements
maximals.

Lema 1.1.22. Siguin E un espai vectorial normat i F},, C F un subespai vectorial tals
que F,, # E, i f,: F,,, — Rlineal, amb C' > 0 tal que |f,,(x)| < C||x|| per a tota z € F,,.
Aleshores existeix almenys un subespai Fy C F amb F,, C Fy, F,, # Fyi fo: Fo =& R
extensié de f,, també lineal i també tal que |fo(x)| < C||z|| per a tota = € Fy.

Demostracio. Sigui xg € E \ F,, i considerem Fy = {x + txy | v € F,,, t € R}. Definim
fo(z +txg) = fim(x) +ta, amb a € R encara per decidir. Notem que fy esta ben definida
perque l'expressié de y € Fy com y = x + txg és Unica. Volem trobar o € R de manera
que es compleixi

|fn(@) + ta] < Cllz + taol|

per a tota x € F,, it € R. Aix0 és equivalent a demanar
f(z) + ta < Oz + tao|

perque el terme sera positiu o bé per x, t o bé per —x, —t. Per hipotesi, la desigualtat
es satisfa per ¢ = 0. Per tant, podem suposar ¢ # 0 i, dividint per |¢|, volem

— + —Zo|| -

I

T t
L. 2]

Anomenem y = ﬁ Volem doncs que es satisfaci per a tota y € F,,

T t

fm(y) +a < Clly + x|
fm(y) —a < Clly — x|

Es a dir, que

sup fm(y) = Clly = xol| < a < inf Cllz + oll = fin(2),
yeF'm ZEFm

i existira tal a només si es satisfa la desigualtat entre el terme de l'esquerra i el de la
dreta. Pero tenim que

i reordenant els termes obtenim la desigualtat desitjada. O
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Demostracio del teorema 1.1.19. Considerem el conjunt de parelles (F}, f;) tals que F' C
F; C E, F; espai vectorial, f;: F; — R una extensié de f i que compleix | f;(x)| < C||z|| per
a tota x € F;. Aquest conjunt esta parcialment ordenat per (F;, f;) < (Fj, f;) si F; C F
i f; és extensi6 de f;. Vegem que aquest conjunt és inductiu. Suposem {(F;, f;), i € I}
totalment ordenat. Aleshores la parella (Ui, F;, f), on f(z) = fi(z) si z € F}, és una
fita superior. Pel lema de Zorn, existeix un element maximal (F,,, f,,) que no admet una
extensio propia. Si F, # F aix0 suposa una contradiccié amb el lema 1.1.22. U

Corollari 1.1.23. Si E és un espai vectorial normat, aleshores per a tota xy € E es té

que
feoll = _sup 20l

rem f20 || fller

Demostracio. Per una banda, tenim que

[ (zo)| < [[fllellzoll 2,

d’on, dividint per || f|| g,

|f (o)
sup
reer g0 | fller
Per a veure la desigualtat contraria, usem el teorema de Hahn-Banach (1.1.19) per trobar

una funci6 on s’obté la igualtat. Definim F' = {tx, | t € R} subespai vectorial de E que,
si g # 0, té dimensi6 1. Definim també 'aplicacié lineal

< [lzoll-

f:F>R
two = t|zo|
Aleshores | f(txo)| [t]][ ol
I71= 5 ol = o0 llaol] =
Pel teorema de Hahn-Banach, f admet una extensi6 f amb HJ? I = 1. Finalment,
o)l _ 1ol _
T/

Corollari 1.1.24. Sigui F un espai vectorial normat. Aleshores
E={0} < E' ={0}.

Demostracio. La implicacio directa és clara. Vegem doncs la conversa. Si E # 0, existeix
xo amb ||xo|| > 0. El corollari anterior ens diu que aleshores existeix fo € E', fo #0. O

gorol-lari 1.1.25. Sigui F un espai vectorial normat. F' C E subespai vectorial tal que
F # E. Aleshores existeix f € E’ tal que f(x) =0 per a tota x € F pero f # 0.

Demostracié. Escollim zg # 0, zg € F, v9 € E\ F. Definim H = F + {tzg} C E i
observem que tot element y € H s’expressa de manera tnica com y = y; + txy, amb
y1 € F, i definim l'aplicaci6 lineal

ftH—=Ry=y +txg —1
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Vegem que f és continua. Com que zo € F, d(xg, F) = ¢ > 0. Aleshores

i+ taoll = I#] > e

Y1
-tz
; 0

—Y1
= t _—

Per tant,

¢
|f(y1 + txg)| = [t] < w

és a dir, l'operador és fitat. A més, f s'anulla sobre F, perque si + € F, f(z) =
f(z + 0zy) = 0. Usant Hahn-Banach (1.1.19), f admet una extensié f lineal i continua.
Aleshores, f(F) = f(F) =0, i per ser continua, f(F) = 0. O

Definicié 1.1.26. Anomenem bidual d’un espai vectorial normat F a E” = (E’)". Defi-
nim j: F — E” que envia z € F a la segiient aplicaci6 de E”

jx): B >R
f={fx)

Observacié 1.1.27. Tal i com 'hem definida (j(x), f) = (f,x). A més, j és injectiva, i
també podem comprovar que preserva la norma, ja que
23

li@ler = sup [(Gi(x), /)l = sup [(f.o)] "= .
1115 <1 1l <1

Definicié 1.1.28. Els espais de Banach tals que j és exhaustiva s’anomenen reflexius.

1.2 Lema de Baire i conseqiiéncies

A continuacié presentem el lema de Baire i alguns dels teoremes fonamentals de 1’analisi
funcional. Malgrat en aquests apunts presentem les demostracions d’alguns dels resultats,
al curs no les hem vistes.

Lema 1.2.1. Lema de Baire. Sigui X un espai metric complet i sigui (X,),>1 una
successi6 de subconjunts tancats de X tals que Int(X,) = @, per a tot n > 1. Aleshores
Int (Un21 Xn> = . Equivalenment, si X, son subconjunts oberts i densos, aleshores
Nn>1 Xn també és dens.

Demostracio. Demostrarem la versié per oberts. Sigui p € X i B,.(p) una bola centrada
en p. Prenem z; € B,(p) N X, que existeix per la densitat de X;. Per ser B.(p) N X,
obert, podem trobar r tal que B,,(x1) C B.(p) N X; i r; < 1. Analogament, construim

x, 1 r, de tal manera que B, (z,) C B, (x,1)NX, ir, < % Tal i com hem
construit la successié, si m > n, x,, € B, (v,), 171, < %, d’on la successi6 és de Cauchy.

Finalment, si = limz,,, tenim que = € B, ,,(z,41) C X, d'on z € Nn>1 Xn. A més,

r € B, (z1) C By(p). Per tant, el conjunt ,5; X, és dens a X. O

Teorema 1.2.2. Teorema de Banach-Steinhaus o de la fitacio uniforme.
Siguin F i F dos espais de Banach. Sigui 7 C L£(E, F') un subconjunt (no necessariament
numerable). Suposem que per a tota z € E es té que sup{||Tz||; T € T} < oo. Aleshores

sup{||T||zepy; T € T} < 00.
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Demostrem en primer lloc un lema que farem servir a la prova.

Lema 1.2.3. Si per a una bola oberta B,.(p) de radi r i centre p qualssevol es satisfa
sup{||Tz||; T € T,z € B} < o0, aleshores sup{||T||z(g,r); T € T} < 00.

Demostracio. Sigui C' la fita uniforme sobre la bola B,.(p). Si p és lorigen, aleshores

IT||lze,ry < €. En cas contrari, per p + z € B,(p) tenim |Tz| = [[T(z +p — p)|| <
|T(x + p)|| + [|Tp|| < 2C, d’on 2C' és una fita uniforme per la bola B,.(0) centrada a
I’'origen, i ens reduim al cas anterior. U

Demostracio del teorema 1.2.2. Per a provar el teorema procedirem per contradiccié.
Suposem que no existeix una fita de la norma dels operadors. Prenem X,, = {x | 3T €
T tal que |Tz|| > n}. Aquests conjunts sén oberts perque si ||Tx|| > n, la continuitat
de T ens assegura que existeix un entorn de x on també se satisfa la desigualtat. A més,
sén densos perque si existis una bola que no tallés X,,, aleshores n seria una fita de ||7x||
sobre aquesta bola, i usant el lema 1.2.3 existiria una fita de ||T'||z(g,r) per a tot T € T.
Usant el lema de Baire, la interseccio dels X,, és densa, i en particular no buida. Prenent
r € Ny>1 Xn, per a tot n existeix 7' € T tal que ||Tz|| > n, d’on sup{||Tz|; T € T} = oo,
i hem arribat a la contradiccio desitjada. U

Corollari 1.2.4. Sigui E i F' dos espais de Banach i T,, una successi6 a L(F, F) tal que
per a tota x € F la successi6 T),(x) és convergent. Si anomenem 7'z al limit es té

L sup{[|Tnllc(p,m) } < 00,

2. TeL(EF),

3. Tl (e, ry < limvinf [Tl e r).-
Demostracio.

1. Si T, (x) és convergent, aleshores || T, (x)| també ho és, i en particular és fitat. Per
tant, prenent 7 = T,, podem aplicar el principi de la fitacié uniforme 1.2.2 per
concloure que la norma dels operadors també és fitada.

2. Sigui C' la fita de I'apartat anterior. Aleshores ||T,,(z)|| < C||z||. Fent el pas al
limit, [|T(z)|| < Cllz||, don T € L(E, f).

3. Tenim que [|T5,(x)|| < [|T%]/||z||, d’on, prenent limits,
1T ()| = lim || T () || = limvinf |75, () || < (imcind (|75, )| ]]
U

Corollari 1.2.5. Sigui G un espai de Banach i B un subconjunt de G. Suposem que per
a tota g € G’ el conjunt g(B) = {(g,b); b € B} és fitat a R. Aleshores B és fitat.

Demostracio. Si veiem els elements b € B com elements del bidual, és a dir, operadors
sobre els elements de G’, aleshores podem fer servir el principi de la fitacié uniforme
(1.2.2) amb T = B i E = G’ per concloure que B és un subconjunt fitat de G”. Com la
norma sobre el bidual coincideix amb la norma habitual, B és fitat. Il

Corollari 1.2.6. Sigui G un espai de Banach i B’ un subconjunt de G'. Suposem que
per a tota z € G el conjunt {(b',x); b’ € B’} és fitat a R. Aleshores B’ és fitat a G'.
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Demostracio. Siprenem T = B'i F' = R podem fer servir el principi de la fitacié uniforme
(1.2.2) per concloure que B’ és fitat a G. O

Teorema 1.2.7. Teorema de ['aplicacio oberta.
Siguin F, F' espais de Banach i T' € L(E, F') exhaustiva. Llavors, T' transforma conjunts
oberts de E en conjunts oberts de F'.

Corollari 1.2.8. Siguin E, F espais de Banach i T € L(FE, F) bijectiva. Aleshores
T-'e L(E,F).

Corollari 1.2.9. Suposem que E és espai de Banach amb les normes ||-||1 1 |-[|2. Suposem
també que ||z]|2 < C||z|; per a tota x € E i amb C independent de x. Aleshores, les
normes son equivalents.

Teorema 1.2.10. Teorema de la grafica tancada.
Siguin E, F' espais de Banach i sigui 7': E — F lineal. Suposem que

G(T)={(z,Tx) |z €e E} C EXF

és un subconjunt tancat (amb la norma producte ||(z,v)||gxr = ||z||z + ||y||F). Llavors,
T és continua.

1.3 Suma de subespais

Teorema 1.3.1. Sigui F espai de Banach i G, L C E dos subespais vectorials tancats
tals que G+ L = E, GN L = {0}. Aleshores, existeix una constant C' > 0 tal que tota
z € FE s’escriu de forma tnica com a z = x +y, on ¢ € G, y € L i es compleix que
Izl < Cllz]l, llyll < Cll=|l.

Demostracio. El fet que tot z € E s’escriu com z = x + y ve donat per £ = G + L. La
unicitat ve donada per G N L = {0}, ja que

(xl—x2)+(y1—y2)=0 = T1 — T2 =Y2— Y1 — (I1—$2), (yQ—?/l)QGﬂL,

d'on zy =221 y1 = yo.

Notem que G i L s6n espais de Banach amb la restricci6 de || - ||z corresponent. Per
tant, G x L és espai de Banach amb la norma ||z + y|| = ||z|| + ||y||. Definim doncs
T:-GxL—FE
(z,y) =2 +y
Tenim que

1T (z + )l = llz+yll < llzll + [yl = [z v)lloxe-

I, per tant, T" és continua. A més, és bijectiva pel que hem vist abans. Usant el corollari
1.2.8, T! també és lineal i continua. Per tant,

lzllz < llzlle + lyle = Iz, 9 exe = 1T~ (@ + y)lloxz < Cllz +ylle = Clz|le.
Analogament, |ly||z < C||z|| i obtenim el resultat desitjat. O

Observacié 1.3.2. Si F és espai de Banach i G, L C FE s6n subespais tancats, I'espai
G + L C E no és necessariament tancat.
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Definicié 1.3.3. Sigui F espai de Banach i G C E un subespai vectorial tancat. Ales-
hores, es diu que G admet un suplementari topologic L i existeix un subespai vectorial
tancat L C E tal que G+ L =E, GNL = {0}.

Observacié 1.3.4. No tot subespai vectorial tancat de FE, si dim F = oo, admet un
suplementari topologic.

Proposicié 1.3.5. Sigui G C E un subespai vectorial tancat. Aleshores en qualsevol
dels segiients casos admet un suplementari topologic.

i) Si G C E de dimensi6 finita.

ii) Si G té codimensié finita. Diem que G C E té codimensié finita si existeixen
e1,...,e, € E'\ G linealment independents tals que G + (e, ..., e,) = E.

iii) Si E és un espai de Hilbert. Diem que E és un espai de Hilbert, si és un espai de
Banach tal que ||z||g = /(x,2) amb (-,-) és una forma bilineal.

Demostracio. Demostrarem només i), ii) es conclou per la mateixa definicid, i veurem iii)
més endavant. Siguieq,...,e, basede G. Six € G, x = fi(x)e1 + fa(x)ea+- -+ fu(x)e,
A més, f;: G — R és lineal i continua. Pel teorema de Hahn-Banach (1.1.19), existeixen
extensions f;: E — R també continues. Definim llavors

L= ﬂ{ ({o})} -

L és un subespai vectorial tancat per ser interseccié de subespais vectorials tancats. Si
reGNL, filr) = Odonx—061+ -+ 0e,, = 0. Vegem ara que G + L = E. Sigui
z € E,idefinim 2o = fi(z)e; + - + fu()en, o € G. Vegem que x — z0 € L:

file = x0) = filw) = filzo) = filw) = filfi(@)er + - + fulz)en) = filx) = filx) = 0.

Observacié 1.3.6. Un subespai vectorial G d'un espai de Banach F que tingui codi-
mensio 1 no és necessariament tancat.

Demostracio. En donem un exemple. Sigui ¢: £ — R lineal no continua (suposem
dimE = o). Sigui G = ¢! ({0}), i sigui o € E \ G tal que ¢(zy) = 1. Sigui
L = {txo |t € R}. Sixz € GN L, aleshores x = txy, d’on
0 " o(txg) =t,

de manera que x = 01 GNL = {0}. A més, si x € E aleshores x = (x —¢(x)z0) + p(x) 0,
on el primer terme és de GG i el segon de L, de manera que G + L = F.

Finalment, si G fos tancat, L seria suplementari topologic de GG. Pel teorema anterior
(1.3.1), les projeccions z = z+y +— x i z = z+y — y sén continues. Per tant, z — ¢(z)zg
seria continua, de manera que ¢ seria continua. Il

Definicié 1.3.7. Sigui E espai de Banach i M C E un subespai vectorial. Sigui N C E’
un subespai vectorial. Es defineixen

MY={feE|{f2)pp=0YreM}CE
Nt ={zeE|(fa)pr=0,YfEN}CE
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Notem que M~ i N+ sén subespais vectorials tancats, ja que sén interseccié dels subespais
vectorials tancats

M= N {feE'|{fa)pr =0}

reM
Nt = {z€B|{fa)wr=0}
fEN
oni{fecFE|{fx)pr=0} és tancat per ser h~1(0) amb
{f | (f,2)p, p
h: B/ - R
f={f,z)

lineal i continua.
Teorema 1.3.8. Siguin M, N subespais vectorials de F, E’ respectivament. Aleshores
i) (MYHt =M
ii) (NH)T o N
Demostracié. Demostrarem el primer apartat, el segon és senzill. La inclusié M C
(M l>L és clara perque M C (M L)L i el darrer és un conjunt tancat. Suposem ara que
M C (M l)L. Aleshores M és un subespai tancat propi de I'espai de Banach (M l)L, i
pel corollari 1.1.25 tenim f € ((ML)l)/, f # 0 amb (f,z) = 0 per a tota x € M. Pel

teorema de Hahn-Banach (1.1.19), aquesta f es pot estendre a f e E tal que f # 0,
- _ °
(f,z) = 0 per a tota x € M. Tal i com I’hem construit, existeix xoy € (ML) tal

_ i
que {f,x9) # 0. Parallelament, f € M, d’on (fy, zo) = 0 perque xy € (ML) , una
contradiccio. U

1.4 Operadors adjunts

Definicié 1.4.1. Si A € L(E, F), definim el seu operador adjunt A* € L(F', E’) per:

<A*f7 x>E'/,E = <f, Ax>F’,F-
Teorema 1.4.2. Si A € L(E, F), aleshores A* € L(F', E") i ||A*]| = || A]l.

Demostracio. Vegem primer que

[A*glle = sup [(A*g,z)|lpe= sup [g,Az)|pFr <
2€E, |l2]|<1 €E, |2]<1
< sup |gllm|lAz|lr < sup  |lgllr|All e lzlle < lgllFlAllcer-
2€E, |lz]|<1 2€E, |l2|<1

Aix0 ens diu que A* és continua i que ||A*|| < ||A||. Queda, doncs, veure la desigualtat
contraria. Ara bé,

|Az||ls "2 sup (g, Ax)ppl = sup  [(A*g,2)mp| < sup  [|ATg|le|llle <
geF |lgll<1 geF |lgl|<1 geF |lgll<1
< sup | Al mnllgllellzlle = | A o el &
geF |lglI<1
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Exemple 1.4.3. Vegem com s6n els adjunts dels operadors integrals en L?(Q),  C R™.
Primer, pero, caldra definir-los, ja que no els hem vist fins ara. Sigui K (z,y) = L?*(QxQ).

Donada u € L?(f2), definim
= /QK(wyy)My) dy

Remarquem que es poden interpretar com un analeg continu de les matrius als es-
pais de dimensié finita. Vegem que esta ben definit i que A € £(L? L?). Com que
Jaxo K%(z,y) dedy < oo, sabem que existeix £ C 2 de mesura 0 tal que si 7 € Q\ E,
llavors y + K (zg,y) viu a L*(2). Per tant, podem definir

(Au) o) = | K(zo.y)uly) dy

quasi per a tota xg € €2, ja que Cauchy-Schwarz ens assegura que el producte de funcions
a L? viu a L'. A més,

[ (o = [ ([ Koo gputy)dy) dzo

que, altra vegada usant Cauchy-Schwarz, és menor o igual a

L ([ Ko dy) ( [ u*dy) dao =

= ([ ay) [ K*o,y) dydao = lullia| K 3xan,

d’on Au € L*() i
| Aul|2) < [ K || L2axe ||l 20

A més, L?(Q) és de Hilbert amb el producte escalar
(u,v) [2(0) = /Qu(:c)v(x) dz.
Com veurem més endavant, en un espai de Hilbert es té que H' = H amb
(u, V) pr g = (u,v) .
Finalment, vegem com és A*:
(A'v,uypr g = (v, Auy g g = (v, Au)p, / /ny y) dy de.

Que, usant Fubini, és igual a

/Qu(y) A K(z,y)v(z)dzdy.

Per tant,
(A0)() = [ Kz de.
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1.5 Operadors no fitats

Definicié 1.5.1. Direm que A és un operador no fitat entre dos espais de Banach F i F
si

A:DA)CE—F
és lineal i D(A), el seu domini, és un subespai vectorial de E.

Definicié 1.5.2. Direm que A un operador no fitat és tancat si
G(A) ={(u,v) e ExX F |u€ D(A), v=Au}
és un subespai vectorial tancat de £ x F.

Definicié 1.5.3. Direm que A un operador no fitat és fitat si existeix C' > 0 tal que
|Aul| < C||u|| per a tota u € D(A).

Observaci6 1.5.4.

i) Si A éstancati D(A) = FE, aleshores A € L(F, F) pel teorema de la grafica tancada
(1.2.10).

ii) Veure que A és tancat és veure que per a tot parell de successions u, — v a E i
Au, —wva F,estéqueue D(A)1 Alu) =v.

iii) Si A és tancat, aleshores N(A) = {u € D(A) | Au = 0} també ho és. Per a qualsevol
parell de successions u,, — u i Au, = 0, tenim que u € D(A) i Au = 0 per ser A
tancat.

iv) Si D(A) és dens a E' i A és tancat i fitat, aleshores A s’estén de manera unica a

AeL(E,F).

Exemple 1.5.5. Siguin F = ¢°[a,b] i D(A) = ¢*[a,b] C E un subconjunt dens. Per
u € D(A), definim Au = u’. Vegem que A és tancat i amb domini dens. Si u,, € ¢'|a, b],
i tenim un parell de successions u,, — u i v/, — v en norma ¢, aleshores, donat

Y

U (y) = wn(2) = [ (s) ds

T

la convergencia uniforme de u/, ens assegura que podem prendre limits dins la integral i

obtenir ”
uly) = u(x) = ["v(s)ds,

de manera que u' = v.

Definici6 1.5.6. Si A: D(A) C E — F és un operador no fitat amb domini dens, definim
D(A") ={g € F'| h: u € D(A) = (g, Au)prp Sestén a h € E'}
Per g € D(A*) definim A*g per
(A*g,u)p & = (g, Au) pr p

per a tota u € D(A).



1.5. OPERADORS NO FITATS 15

Observacié 1.5.7. Notem que G(A) C E x F pero que G(A*) C F’' x E’, i podem

identificar F' x E' amb E' x F' i amb (E x F). En particular,
J:F'XE - FE' xF =(ExF)

és un ismorfisme isometric, ja que,

(g, Dl = lglle + 11 fller = llgll + 1] = flle

Proposicié 1.5.8. Siguin F, F' espais de Banach i A: D(A) C F — F amb domini dens.
Aleshores,

J(G(AY) = G(A).
Demostracio. Es té que (g, f) € G(A*) si per a tota u € D(A)
(9, Au) = (f,u),
és a dir,
<_f7 u> + <g7AU’> = 07
o, equivalentment, que per a tota u € D(A)
Aixi dones, (g, f) € G(A*) < (—f,9) € G(A)*. O

Proposicié 1.5.9. Sigui A: D(A) C £ — F un operador no fitat, lineal i amb domini
dens, pero no necessariament tancat. Aleshores A* és tancat (amb D(A%) no neccessari-
ament dens).

Demostracio. Com hem vist a la proposicio 1.5.8,
G(A*) = JHG(A)),

i per tant és 'antiimatge d’un conjunt tancat per una aplicacié continua, és a dir, és
tancat. O

Definicié 1.5.10. Donat A: D(A) — F operador no fitat, es defineix el rang
R(A)= (v e F|Jue D(A) amb v = Au).

Teorema 1.5.11. Sigui A: D(A) C E — F operador no fitat tancat amb D(A) dens a
E. Aleshores

(4) = R(A")*
)

1

=

il

}_

111

|7

R(A*) C N(A

1v

)

) N(A") = R(A)
) (

)

=

(4) = N(A")*

Demostracié. Notem primer que J(G(A*))t = G(A) fent servir la proposicié 1.5.8 i el
teorema 1.3.8.1).
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i) Siu€ N(A),u € D(A) i Au= 0, és a dir, (u,0) € G(A), d’on (u,0) € J(G(A*))*.
Altrament dit, per a tota (g, f) € G(A*),

((=1,9), (u,0)) =0,

o (f,u) = 0, és a dir, u € R(A*)*. Tots els passos sén reversibles, per tant
N(A) = R(A*)*.

ii) Si g € N(A*), aleshores

g € D(AY)
A'g=0

és a dir, existeix C' > 0 tal que per a tota u € D(A)

(g, Au)pr p| < Cllul|g
(g, Au) =0

Per tant, només cal demanar la segona condicio, o el que és el mateix, g € R(A)*.
Tots els passos son reversibles, de manera que N(A*) = R(A)*.

iii) Només cal prendre 'ortogonal a tots dos costats de i) i fer servir el teorema 1.3.8.i).
iv) Per aquest apartat cal prendre l'ortogonal a ii) i usar el teorema 1.3.8.1).
O

Corollari 1.5.12. Usant iv), si R(A) és tancat aleshores v € R(A) siinoméssi (g,v) =0
per a tota g € N(A*). Es a dir, si R(A) és tancat, I'equacié Au = v té solucio si i només
si (g,v) = 0 per a tota g € N(A*).



Tema 2

Espais de Hilbert

2.1 Propietats generals

Definici6 2.1.1. Sigui H un espai vectorial real. Direm que una forma bilineal simétrica
(+,-): Hx H — R és un producte escalar si (u,u) >0Vu € Hi(u,u) =0 <= u=0.

Lema 2.1.2.
i) Desigualtat de Cauchy-Schwarz: |(u,v)| < |(u,w)|2|(v,v)|2, Yu,v € H.
i) |u| = (u,u)? és una norma en H.
iii) Identitat del parallelogram: |u + v|* + |u — v|? = 2|u|?* + 2Jv|*.
Demostracio.

i) Donat t € R, com que el producte escalar és definit positiu, se satisfa que (u+tv, u+
tv) > 0. Per binealitat i simetria, es té t*(v,v) + 2t(u,v) + (u,u) > 0. Aquesta
expressio és una equacié de segon grau sobre t sense arrels reals o amb una arrel
doble, i per tant el seu discriminant és no positiu. En altres paraules:

A, 0)? — A(u, ) (u,0) <0 = |(w,0)] < |(u,w)|2|(v,0)]2.

ii) L inica propietat que no és immediata és la desigualtat triangular, que s’obté usant
la desigualtat de Cauchy-Schwarz:

lu+ov? = (ut+v,u+v) = (u,u)+2(u,v)+ (v,v) < |ul® +2ul|lv|+ [v|* = (Ju] +|v])>.

iii) Es desenvolupa la suma amb la definicié de la norma i les propietats del producte
escalar. Unicament cal notar que

) 2 U_U2: u,u v,V
(U—U,U—U):(u’u)_Q(uﬂ))_i_(U?U)} — |U+U| +| | 2( s )—|—2( , )

g

Definicié 2.1.3. Un espai de Hilbert H és un espai vectorial real dotat d’un producte
escalar, satisfent que H sigui complet respecte la norma induida | - |.

17
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Exemple 2.1.4.

o L’espai % de les successions de quadrat integrable és de Hilbert amb el producte

escalar:
(u,v) = upvg.
k>0

o Més en general, 'espai de funcions L*(Q) és de Hilbert amb el producte escalar:

(u,v) := / u(z)v(x)dpu.
Q
L’aplicaci6é anterior esta ben definida per la desigualtat de Cauchy-Schwarz:
|(u, 0)| < [ull 2 ]|v]| 2 < oo.

Es senzill veure que és, en efecte, un producte escalar, i que la seva norma induida
és la que ja haviem estudiat. En particular, L? amb la norma induida és de Banach,
i per tant és de Hilbert.

o L’espai de Sobolev d’ordre 1 en 2 C R", definit per:
HY(Q) = {u € L*(Q), due L*(Q), 1<i<n},

és de Hilbert amb el producte escalar:
(u,v)10 = / (wv + Y 0y, u Oy,v)dp.
& i=1

De fet, I'espai H™(€2), corresponent a les funcions tals que totes les seves derivades
parcials fins a ordre m sén de L?(2), és de Hilbert amb el producte escalar analeg

a l'anterior:
(U, V) = /(DauDo‘v)du.
laj<m ¢

Teorema 2.1.5. Teorema de la projeccio sobre un convex tancat.
Sigui H un espai de Hilbert, i K C H un subconjunt convex tancat i no buit. Llavors,
per a tot f € H existeix un tnic u € K tal que:

/= ul = min{|f - o]}
A més, u es caracteritza per les dues propietats segiients:
i) ue K.
i) (f —u,v—u)<0,VeK.

S’escriu Pk f := u. L’aplicacié Pk és continua de H en H, i satisfa |Pxfi — Prfo| <

[f1 = fal.

Demostracio. Demostrarem primer 'existéncia de u. Considerem una successié (v,,), amb
v, € K ital que
d, = |f —v,| = d=inf |f —v].
veK
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Demostrarem que la successié és de Cauchy, i per tant convergent en K. En efecte,
aplicant la idenitat del parallelogram a f — v, i f — v,,, obtenim:

2f = (Un +0m)[* + [om = 0n* = 2| = va|* + 2| f —vn|* = 2(d}, + d7,).
Ara bé, com que 25 € K (per convexitat), es té | f — 25| > d, i per tant:
Uy — 0|2 < 2(d2 + d2,) — 4d* — 0.

Aixi, (v,) convergeix vers a un cert limit v € K satisfent |f — u| = d = inf ex |f — v|.

Vegem ara la caracteritzacié: comengarem veient que si per a u € K es té |f — u| =
min, e {|f — v|}, llavors se satisfan i), ii). Suposem que v € K, it € [0,1]. Llavors, per
convexitat, w = (1 — t)u + tv € K. D’aquesta manera,

|f —ul <|f —w| =[(f =u) = t(v —u)|.

Aleshores:
|f - U|2 < |f - U’2 - 2t<f —Uv— U) —|—t2|U - u|27

on hem usat la desigualtat de Cauchy-Schwarz aixi: —2¢(f —u,v—u) > =2|f—ul|t(v—u)|.
D’aquesta manera, si t € (0, 1], deduim que 2(f —u,v —u) < t|v —u|?. Fent tendir ¢t — 0,
deduim que (f —u,v —u) < 0, com voliem.

Reciprocament, suposem ara que u satisfa i), ii), i sigui v € K. Es té:

lu—fP=—=fP=@—=fu—-f)=(@—Ffv=1F)
=u—-fiu—f)—(u—-fiv=f)+@w-Ffo=f)—@w—-fiv—f)
=(u—fiu—v)+(u—v,v-f)
=(u—fu—v)+w—v,u—f)—(u—v,u—v)
=2(f —u,v —u) — |u—v|* <0,

on a I'tltima desigualtat hem usat ii). Llavors, s’ha de tenir | f —u| < |f —wv], com voliem.

Seguidament, vegem que u és Unica. Suposem que uj,us € K satisfan i), és a dir,
(f —ujv; —w;) < 0perawv € K,i¢€{1,2}. En particular, escollint v; = us i vy = uy,
queda:

<0 )
<0 = ((f —u2) + (u1 — f), w1 —uz) = |us — up|” <0,

de manera que u; = us.
Finalment, si u; = Pk f1 1 ug = Pk fo, vegem que |uy — u1| < |fo — fi| (en particular,
Py és continua). Similarment a abans, tenim:

(fi —ur,ug —uy) <0

2
e — _ , _ < 0’
(fo — u2, w1 — ug) < 0} i w4 (o= —w) <

Usant la desigualtat de Cauchy-Schwarz, deduim que:

lur — ug)® < (fi — fo,ur — ug) < |fi — follur — ual,

d’on deduim la desigualtat demanada. O
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Teorema 2.1.6. Teorema de la projeccio sobre un subespai tancat.
Sigui H un espai de Hilbert, i M C H un subespai vectorial tancat. Llavors, per a tot
f € H existeix un tnic u € M tal que:

f —ul = min{|f — o]}
A més, u es caracteritza per les dues propietats segiients:
i) ue M.
ii) (f —u,v)=0,Vve M.

S’escriu Py f := u, on Py és un operador lineal continu i una projeccio que, a més, satisfa
[Pyl < 1.

Demostraciéo. Només cal comprovar com “s’actualitza” la propietat ii). Suposem primer
que |f —u| = min,ep {|f —v|}. Llavors, siv € M, com que u+v,u—v € M, pel teorema
anterior se satisfa:

(f =, (u+v) —u) =

) 0 -
(f_u’(u_v>_u):_(f—U,U)SO} - (f—u,v)—O.

D’altra banda, si se satisfan i), ii) (d’aquest teorema) i es té v € M, com que v —u € M:
(f —u,v—u)=0<0,
i ja hem acabat. U

A Toperador P, se li diu projecci6 ortogonal. Els dos teoremes anteriors s’interpreten
de forma més natural a través del concepte d’ortogonalitat en espais de Hilbert, que
discutim tot seguit:

Definicié 2.1.7. Sigui H un espai de Hilbert, i M C H un subconjunt. Es defineix el
subespai ortogonal a M com:

M*={uec H|(u,v)=0,YveM}.

Notem que, malgrat la similitud amb el concepte analeg en espais de Banach, les
definicions so6n diferents (en espais de Banach hem de recérrer a l'espai dual i el seu
producte de dualitat). Més endavant, amb el teorema de representacié de Riesz-Fréchet
(2.2.1), veurem que els dos conceptes sén equivalents.

Proposici6 2.1.8. Si M C H és un subespai vectorial tancat, aleshores (M1)+ = M.

Demostracié. Escrivim la definicio:
(M)t = {x € H|(x,y)=0,Vy € ML}.

Es clar, llavors, que M C (M*)* (de fet, la inclusi6 és certa en general). Vegem laltra
inclusi6. Suposem que f € (M), Llavors, pel teorema 2.1.6, existeix u € M tal que
(f—u,v) =0,Vv € M; ésadir, f—u € M*. Usant les diferents ortogonalitats, observem
que:

0=(ff-u)=(f—uf—u)+f—u=|f-ul

de manera que f =u € M. O
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Exercici 2.1.9. Demostreu que, més en general, si S C H és un subconjunt, llavors:
(5)* = span(S)
Tot seguit, presentem un lema purament d’algebra lineal:

Lema 2.1.10. Sigui H un espai vectorial, i considerem una aplicaci6 lineal P: H — H
que també sigui una projeccié (P? = P). Aleshores:

i) I — P també és projeccid, i Im(I — P) = ker(P).
ii) Tot element f € H s’expressa de forma tnica com f = ug + vg, amb uy € Im P i
v € Im(I — P), ies té la formula ug = Pf, vo = (I — P)f.
Demostracio.
i) Esté¢ (/[ —P)?=(—-P)(I—-P)=I>~P— P+ P?=1— P. Duna banda:
f€ker(P) = Pf=0= (I-P)f=1/f.
De l'altra, si h = (I — P)g = g — Pg, es té:
h—Ph=(I—-P)(g—Pg)=9g—Pg = Pg—Ph=g—h

— Ph=0.
Pg=g—nh

ii) Es clar que f = Pf 4+ (I — P)f. Només cal veure que aquesta expressié és tinica.
Suposem que f = uj + v; = ug + v, amb w; € Im(P), v; € Im(I — P), 1 € {1,2}.
Llavors, u; — us = v — vy € Im(P) Nker(P). Per tant, per a cert w € H:

u; — uy = P(w) = P*(w) = P(u; — uy) = 0.
0
Proposicié 2.1.11. Sigui H de Hilbert i M C H un subespai vectorial tancat. Aleshores:
i) M+ = ker Py,.
iit) I — Py = Py
iii) H = M @ M*. En particular, M admet un suplementari topologic, com haviem
esmentat ja a la proposicié 1.3.5.
Demostracio.
i) D’una banda, sabem que per a tot f € H, es té f — Pf € M*, és a dir, M+ D
Im(/ — P) = ker(P). De laltra, si ¢ € M+, com que Pg € M, se satisfa:
0= (g, Pg) = (9 — Pg,Pg) + (Pg. Pg) = |Pg|*.
ii) Si f € H, per l'apartat anterior: (I — Py)f € M*. A més, si g € M+
(f = = Pu)f.g) = (Puf.g) = 0.

Per la caracteritzaci6 del teorema 2.1.6, deduim que (I — Py)f = Pyo f.

iii) Pel lema anterior, sabem que H = Im Py, & Im(/ — Py;). No obstant, com que
Im Py = M i Im(I — Py) = Im Py, = M+, deduim el resultat.
0
En particular, se satisfa una versié del teorema de Pitagores: si f = u+v, ambu € M
ive M*, llavors:

1P = (utv,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v0,0) = |uf* + Jv]”.
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2.2 Teoremes de representacio

Teorema 2.2.1. Teorema de representacio de Riesz-Fréchet.
Sigui H un espai de Hilbert. Aleshores, per a tota ¢ € H’ existeix una tnica f € H tal
que, per a tota u € H,

{,u) = (f,u). (2.1)
A més amés, |flg = ||¢||lg i laplicacié j: ¢ — f déna una identificacié isometrica entre
H'iH.

Demostracié. Sigui M = ¢ 1(0), de manera que M és un subespai vectorial tancat. Si
M = H, aleshores prenent f = 0 la conclusié és immediata. En cas contrari, prenem

Jfo€ H, fo & M. Sigui fi = P fo, i

C fo—h
==

Aleshores |f| =11 per a tota v € M

(fo — P fo,v)
| fo— fil

En particular, f ¢ M, d’on (p, f) # 0. Donada u € H, definim

(f,v) = =0.

tenim (p,v) =0, és a dir, v € M i per tant

0=(f,0) = (fou) - jj ;ﬁi (. f).

Reordenant els termes, per a tota u € H,
(o, u) = (o, [)(f, ),
d’on f satisfa (2.1). Donada g que també la satisfaci, aleshores
f=9l=(—9f-9=UF-9)—(9.f—9) =(o.[—9) = (. f—9) =0,
que ens déna la unicitat de f. Finalment,
(e, ) = |(f, )] < [ f]]ul,

i la igualtat s’obté per u = f, d’on ||¢||lg = |f|u- d
Corollari 2.2.2.

i) j indueix una estructura d’espai de Hilbert a H'.

ii) Tot espai de Hilbert és reflexiu.

Demostracio.
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i) Per ser j una isometria, podem dotar H" d’un producte escalar mitjangant la iden-
titat de polaritzacié

(61,02)ir = 1161+ Gall — 161 = 62l) = (7(60),3(2)) i

ii) Podem identificar H amb H’ mitjangant j i analogament identificar H' amb H".
U

Definicié 2.2.3. Diem que una forma bilineal a: H x H — R és

i) continua si existeix una constant C' tal que, per a tota u,v € H

|a(u, v)| < Cluljv];

ii) coerciva si existeix una constant o > 0 tal que, per a tota v € H,
a(v,v) > alv].

Teorema 2.2.4. Teorema de Lax-Milgram.

Sigui H un espai de Hilbert i a: H x H — R una forma bilineal continua i coerciva (no
necessariament simetrica). Per a tota ¢ € H’, existeix una tnica u € H tal que per a
totave H

(p,v) = alu,v). (2.2)

A més, si a és simetrica, u es caracteritza per:

;a(u,u) — (¢, u) = min {;a(v,v) —(p,v) |v e H} .

Demostracio. Fixada uw € H, l'aplicacié v — a(u,v) és lineal i continua, d’on usant
Riesz-Fréchet (2.2.1), existeix un tnic element a H, que denotarem per Au, tal que
a(u,v) = (Au,v) per a tota v € H. Es senzill veure que A és un operador lineal de H a
H. A més, per a tota u € H, es té

|Aul? = (Au, Au) = a(u, Au) < Clul|Aul,
d’on, dividint per |Au| si Au # 0, obtenim,
|Au| < Clul.
Es a dir, |A] és continua. A més,
(Au,u) = a(u,u) > aful?. (2.3)

Sigui f € H la identificaci6é de ¢ a H altra vegada per Riesz-Fréchet. Demostrar que
(2.2) té una tnica solucié és equivalent a demostrar que per a tota f € H existeix una

Unica v € H tal que
(f,v) = (Au,v) Yv e H

és a dir, que Au = f. Aix0 és precisament demostrar que A és bijectiva. Ara bé, (2.3) ens
assegura que A és injectiva. Per a veure que és exhaustiva, veurem que R(A) és tancat i
dens. Usant Cauchy-Schwarz també a (2.3) tenim

alv| <|Av| Vv € H,
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de manera que per a tota successié de Cauchy v, = Au,, a R(A),

|Auy, — At |0 — O
(U, — Uy | < = .
a a
Per tant, limv, = lim Au, = Alimu, € R(A), és a dir, R(A) és tancat. Finalment, si
v € H satisfa (Au,v) = 0 per a tota u € H, aleshores,

a(u,v) = (Au,v) =0 Yu € H,

d’on v = 0, i fent servir el teorema 1.3.8.1), R(A) = (R(A)*)* = {0} = H.

Suposem ara que a és simetrica. Aleshores a(-,-) ens déna un nou producte escalar
sobre H. La continuitat i la coercivitat de a ens asseguren que la norma af(-, ~)% és
equivalent a la norma que ja teniem, per tant H també és de Hilbert amb la norma
induida per a. Donada ¢ € H’, si fem servir altra vegada Riesz-Fréchet pero aquest cop
amb el nou producte escalar a(-, -), existeix un tnic u € H tal que satisfa (2.2). Aleshores
de a(u — v,u —v) > 0 obtenim, desenvolupant els termes,

1 1
—§a(u,u) < 5@(1},1}) —a(u,v) YveH,
és a dir,

1

Jaluu) = (pu) <

i la igualtat es dona només si v = u.

OJ(U; U) - <Q0, U> Vo € H7

N | —

2.3 Suma Hilbertiana. Base Hilbertiana

Definicié 2.3.1. Sigui (E,,) una successi6 de subespais tancats d’'un espai de Hilbert H.
Direm que H és la suma Hilbertiana dels E,, i escriurem H = &,, F,,, si:

« Els espais son mutuament ortogonals, és a dir, si u € F,, v € E,, i n # m, llavors
(u,v) = 0.

o El subespai vectorial generat per U, FE,, és dens en H.

Teorema 2.3.2. Suposem que H és suma Hilbertiana de FE,. Sigui v € H, i sigui
u, = Pg,u. Considerem S,, = >"7_, uy. Llavors:

i) lim, o S, = u.
ii) |ul*> =X |ug|* (Identitat de Bessel-Parseval).

Per a demostrar el teorema usarem un lema, que es pot interpretar com una mena de
reciproc:

Lema 2.3.3. Considerem una successié (u,) de H tal que (up,u,) = 0sin # m i
S |ug? < 0o. Si S, = X7, ug, lavors:

i) Existeix S = lim,,_,o, Sp.

i) |S)? =3 |ul*
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Demostracio. Per a demostrar que S, és convergent, veurem que és de Cauchy. Com que
S |ux]? < oo per a n, m suficientment grans, n > m:

|Sn - S’m|2 - (Sn - Sm7Sn - Sm) = Z |u7€|2 <E.

k=m-+1

Per tant, existeix S = lim,, .o, S,,. El segon apartat es dedueix de:

n
1Sal? =D unl?,
k=1
i fent n — oo. O

Demostracio del teorema 2.5.2. Utilitzarem el lema per veure que la successié S, =
So7_, uy és convergent. D’una banda, per a tot k es pot escriure u = uy + v, on v € Ej-.
Llavors, es té (u,ux) = |ug|?. Si sumem per k, obtenim:

(u, Sn) = Z |uk|2 = |Sn|2'
k=1

D’aqui es dedueix que:
(Sny Sp) = (u, S,) = (u— Sy, S,) =0.
D’aquesta manera, concloem que:
lul® = (u, Sp) + (u,u — S,) = |Sp|? + (u— Sp,u — Sy) + (Sp,u—S,) > [Sa]>.

En resum, es té la fita |S,| < |ul, i per tant S, tendeix a un cert limit S. Tot seguit,
identifiquem quin és el limit S. Observem que si v € E,,, per a cert m < n:

(u— Sp,v) = (U = Um,v) — > (ug,v) =0,

k#m

on el primer terme és zero pel teorema 2.1.6 i el segon terme és zero per ortogonalitat.
Aixi, fent n — oo:

(u—S,v)=0,VweE, = (u-=5S,v)=0, YveF,
on F és el subespai vectorial generat pels F,. Aixo implica que
(u—S,v) =0, Vve F=H.
En particular, posant v = u — S, concloem que S = . U

Definicié 2.3.4. Una successio (e,) en H és una base Hilbertiana si satisfa les segiients
propietats:

i) Ortonormalitat: (e, €m) = dpum.
ii) El subespai vectorial generat pels e,, és dens en H.

Teorema 2.3.5. Tot espai de Hilbert separable (i.e. que conté un conjunt numerable
dens) admet una base Hilbertiana.
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Demostracio. Sigui (v,) un conjunt numerable dens de 'espai de Hilbert H. Denotem
per Fy el subespai vectorial generat per {vy,...,v;}. Per a construir la base ortonormal,
prenem e; de Fi, tal que tingui norma 1. Llavors, si Fy # Fi, llavors existeix un vector
eo de norma 1 i ortogonal a e; tal que {ej,es} genera Fy. Inductivament, obtenim una
successio (e,).

Observem que U}_, Fy, és dens en H, d’on concloem que (e,) és base Hilbertiana. [J

Corollari 2.3.6. Tot espai de Hilbert separable és isomorf i isométric amb 1'espai 2.

Demostracio. Sigui (e,,) una base ortonormal de l'espai de Hilbert H. Observem que pel
teorema 2.3.2, tota u € H es pot escriure de la forma

amb

oo
lul? = > [(u, en)|?,
n=1

ja que E, = (e,) és suma Hilbertiana de H i Pg,u = (u,e,)e,. A la vista d’aquest
resultat, definim I'aplicacié T: H — 2, definida per:

T(u) = ((u7€n))n21'
L’aplicacié esta ben definida i és lineal. A més, donada una successi6 (o) € £2, pel lema
2.3.3, tindrem que la serie
> ey,
n>1

convergeix a un cert u € H, tal que T(u) = (o). Per tant, com que T és invertible, és
bijectiva, i per tant un isomorfisme. A més, és una isometria:

[ul* = 3 [(u. e)* = |T(u)2-



Tema 3

Espais de Sobolev i problemes de
contorn

3.1 Espais de Sobolev en dimensi6 1

Definicié 3.1.1. Sigui Q@ C R" un obert, i sigui 1 < p < co. Definim I'espai L} (€2) com
I’espai de les funcions mesurables que restringides a qualsevol compacte K C €2 sén de
LP(K).

D’ara en endavant, ens centrarem en l'espai L}, (). Observem que aquests espais
contenen moltes més funcions que els espais LP estandard: sense anar més lluny, tots els

polinomis en n variables pertanyen a L, (), pero cap pertany a L'(Q) (excepte el 0).

Observacié 3.1.2. La funcié f(z) = 1/z no pertany a Lj .(I) si I C R és un interval
obert que contingui x = 0. Aixo és degut a que la singularitat de = 0 no és integrable.

En diverses demostracions d’aquest tema s’usa el concepte de successio regularitzado-
ra. Tot i que s’ha introduit a classe de problemes, en recordem la definicié a continuacio.
Intuitivament, es tracta de successions que tendeixen a la delta de Dirac.

Definicié 3.1.3. Una successié regularitzadora és una successi6 de funcions p,, € €°(R)
tal que Vn compleixen p,(z) > 0, supp(p,) C (=1/n,1/n), i [z pn = 1.

Definicié 3.1.4. Donada u € L} (I) (amb I C R interval), es diu que g € L, .(I) és
derivada feble de w (i s’escriu v’ = g) si

/uso’z—/gso
I I

per a tota ¢ € €}(I). Aquestes funcions ¢ es diuen funcions de prova o de test.

Observacié 3.1.5. Les dues integrals de la definici6 existeixen perque tant u com g sén
integrables en el suport de ¢, que és compacte. Aquesta definicié és una generalitzacié
de la formula d’integracié per parts quan u € €*(I).

Observaci6 3.1.6. A la definicié podriem haver pres € en comptes de %}, i no canviaria
res. Si p € €} i considerem una successi6 regularitzadora 7., llavors 7. * ¢ € €>° i per a
e — 0 es té 7.0 — p en norma €.

27
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Lema 3.1.7. Sigui v € L}, (I) tal que per a tota ¢ € €}(I) es té

/vgazO.
I

La demostracié d’aquest lema es troba al llibre de Brézis (corollari 4.24, pagina 110)
referenciat a la bibliografia de ’assignatura. No obstant, el presentem perqué sera neces-
sari per a la segiient proposici6.

Aleshores, v = 0 quasi pertot.

Proposicié 3.1.8.

i) Siu és de classe €' a I C R, aleshores d,u també és la derivada feble de u. També
és cert si u és €' a trossos a I.

ii) Per a tota u € Lj,.(I), si existeix una derivada feble g € Lj,.(I) llavors és tnica.

iii) Siw e L} (I)iu'(x) =0 quasi per a tota x € I, aleshores existeix C' € R tal que

loc

u(z) = C quasi per a tota = € 1.

Demostracio.

i) Siu és de classe €, el resultat és conseqiiencia de la formula d’integracié per parts,
utilitzant que totes les funcions ¢ s’anullen als extrems de l'interval. El cas de les
funcions € a trossos es deixa com a exercici.

ii) Suposem que ¢, go sén derivades febles de la funci6 u. Llavors, per la definicio,
s’hauria de satisfer que

J (9= )0 =0

per a tota p € €1(I). Pel lema anterior, deduim que g; = g9 quasi pertot (és a dir,
s6n la mateixa funci6 a Lj,.).

iii) Considerem una funcié ¢ € €}(I) tal que [;¢ = 1. Si sospitem que u(x) = C quasi
per tot z, aleshores és raonable identificar C' = [; ut), com veurem tot seguit.

Sigui w € €}(I) una funci6 qualsevol. Pel lema anterior, ens sera suficient demos-

trar que /I (u ) (/j W)) .

Reordenant els termes, veiem que aixo és equivalent a

fole (o)1) -

Si aconseguim veure que h = w — ( I; w) Y ¢és la derivada d'una certa funcié ¢ €

%}(I), ja haurem acabat (per la hipotesi de I’enunciat). D’una banda, h és una
funcié continua i amb suport compacte, ja que w, 1y ho sén. D’altra banda, hauriem
de poder garantir que ¢ s’anulla als extrems de 'interval, pero aixo ho deduim de:

Jor=fe= () (o) =o

Per tant, existeix ¢ € €} (I) tal que ¢’ = h, i se segueix el resultat.
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Exemple 3.1.9. Considerem la funci6 u(x) = sign(z) a l'interval [—1,1]. Suposem que
té una derivada feble v/ = ¢ en aquest interval. Considerem ara totes les funcions ¢
derivables amb continuitat perdo amb suport només a (—1,0). Llavors, hauriem de tenir:

0 0
[ (09 = (-1 —p) =0= [ g,
Pel lema, haurfem de tenir ¢ = 0 (gariebé arreu) en l'interval (—1,0). Analogament,
també hauriem de tenir ¢ =0 a (0,1), és a dir, que g = 0 quasi pertot. Pero aixo és una
contradiccid, ja que existeixen funcions ¢ tal que

1
/ ugp' # 0,
1

com, per exemple, p(x) = z%. Per tant, u no admet derivada feble.

Definicié 3.1.10. Sigui / un interval obert (no necessariament fitat), i 1 < p < oo.
Definim ’espai de Sobolev

WHhP(I) = {u € LP(I) tal que 3g; € LP(I)|gi = u'?, V1 <i < k}

Les derivades que apareixen a la definicié s’entenen en sentit feble. Per p = 2 acostumem
a notar H*(I) :== W12(I).

En l'espai de Sobolev W? definim la norma ||ully1r = ||ullze + ||¢||r. A vegades
també usarem la norma equivalent |[ul|jy1, = (||lullf, + [[v/||7,)'/?, sobretot en el cas de
H!, quan aquesta norma prové del producte escalar (u,v)g = (u,v)p2 + (u/,v") 2.

En l'espai de Sobolev W*? definim analogament ||u||yx, = S8 [|u®]|z».

Teorema 3.1.11. WP és un espai de Banach. Si 1 < p < 0o és separable, isil < p < 0o
és reflexiu. L’espai H' és de Hilbert.

Demostracié. Observem que 'operador T': WP — LP x [P, tal que Tu = (u,v’), és una
isometria. Podem mirar-nos W'? com a subespai de L? x LP mitjancant la identificacié
isometrica 7. Com que LP x LP és un espai de Banach, per veure que W'? és complet
n’hi ha prou amb veure que T(W1?) és un tancat de LP x LP.

En efecte, observem que podem identificar W amb

A {(f,g) Eprﬂp!/]fw’Jrgso:O}

peEI(I)

Cada un d’aquests conjunts és tancat, perque és el nucli de la forma lineal (f,g) —
[ f&' +gp. Aixi doncs, WP vist dins de LP x LP és tancat per ser intersecci de tancats,
i per tant és complet.

Igualment, tot subespai tancat d’un espai reflexiu és reflexiu. Com que LP x LP és
reflexiu, per 1 < p < oo, WP també és reflexiu per aquests valors de p. Com que L?
és separable per 1 < p < oo, també ho és LP x LP, i com que tot subconjunt d'un espai
separable és separable, WP és separable per aquests valors de p.

H'(I) és de Hilbert, ja que hem vist que té una norma que prové d'un producte
escalar, i és complet amb una norma equivalent. U
Lema 3.1.12. Sigui g € Lj,.(1), amb 1 < p < oo, iy € I. Sigui v(z) = [ g(s)ds.

loc

Aleshores v és continua i Vo € €1(I) es té [;vp’ = — [} gp.
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Demostracio. La propia definicié de v ens garanteix que es continua. Sigui I = (a,b).

fio = [ | [o0a] ewrar == [ao [" @ [ar [ st

Aplicant el Teorema de Fubini a cada terme, I'expressié anterior queda

_/ayo dt/ z)dx + jg(t) dt/tbgo’(ar) dz = —/Ig(t)w(t) dt

Aixi doncs tenim efectivament
/ vp' = — / g
I I

Teorema 3.1.13. Encabiment de Sobolev.
Sigui u € WP(I), amb 1 < p < co. Aleshores,

i) 3% funcié continua a I tal que u(z) = @(z) q.p.t = € I.

) 3 una constant K > 0 independent de u tal que n < Kllullwirer.
iii) Sip < oo i és no fitat, aleshores 4 — 0 quan |z| — oo.
)

iv) Si 1 < p, I és fitat i (u,) és una successié fitada a W'P(I), aleshores (u,) és
equicontinua i fitada, i per tant té una parcial convergent a € (I).

Demostracio.

i) Sigui u € W'(I) i g = . Definim v(z) = [, g(s)ds. Pel lema que acabem de
veure, g és la derivada de v. Aleshores, com que la diferéncia entre les derivades de
u i v és zero, per la proposicio 3.1.8, la diferencia entre v i v ha de ser una constant
g.a. Com que v és continua fins als extrems, i les constants també, u = u = v + C
qptxel.

ii) Suposem p < oo, i que I és de longitud I < co. Donats x,y € I, tindrem

Y ! ! - !
[ u)as) < [ ()] ds = 'l

La norma L' de v’ esta ben definida perque, com que I és fitat, u € [P = u € L.

ja(z)| = laly)] < |a(z) —ay)] <

La desigualtat que hem obtingut es pot reescriure com a |a(x)| < |u(y)| + ||[u'|| L1 (n)
Integrem aquesta desigualtat respecte y i obtenim

(@) < lullpry + Uy < max{L G (lull 2y + lla'llan)

Com que I és fitat, la norma L'(I) esta fitada per la norma LP(I) amb una constant
K = K(l,p) que depén només de [ i de p. Aixd prova el cas en que I és fitat.

Sigui ara I no fitat. Prenem un interval auxiliar I; C I de longitud [ =1 tq « € I.
Aleshores I; és fitat i usant que I; C I tenim

la(z)| < K(1,p) {(/Il |U|”> 1/p+ (/Il Mp) 1/p

En el cas p = oo 'argument és el mateix, pero s’escriu de manera diferent. Es deixa
com a exercici per al lector.

< K(L,p)(lull o + 14/l| o)
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iii) Farem el cas + — oo. El cas * — —oo és analeg. Prenem linterval I, = [z —
1/2,2 4+ 1/2], i usem la desigualtat obtinguda en (7)

)] < K(1,p) {( [oe) " () ) ”p]

Com que u,u’ € LP, és clar que [; |ulP = 01i [; [v'|’ = 0 quan 2 — co. Per tant,
efectivament u(x) — 0 quan x — oo.

iv) Pel teorema d’Arzela-Ascoli, una successié puntualment fitada i equicontinua defi-
nida en un compacte admet una parcial convergent. Es clar que I és compacte, i
per (it), (u,) és puntualment fitada. Per tant, només ens queda veure 'equiconti-
nuitat. Per hipotesi (u,,) és fitada en WP, és a dir, IM > 0 tal que ||u,||wr» < M.
Aleshores, usant la desigualtat de Holder, i prenent x < y tenim

)|~ )| < [ i as < ([ ras)” ([110as) " < arge -y

Com que p > 1 tenim ¢ < oo i per tant aquesta desigualtat garanteix 1’equiconti-
nuitat desitjada.
O

Observaci6 3.1.14. El resultat que acabem de demostrar és rellevant. Ens diu que W1»
esta encabit dins de €’(I), i a més a més aquest encabiment és continu (ii) i compacte
(1v). A més a més, (iii) és un resultat sorprenent, perque no és cert en LP. A partir d’ara
anomenarem sovint @ al representant continu de wu.

Lema 3.1.15. Sigui [ = (0,1) i sigui n € €*(R) una funcié qualsevol satisfent

1 siz<1/4
n(x) = . /
0 sixz>3/4

Donada f definida en I, anomenem f a la segiient funcié definida en (0, 00).

(x):{f(x) si0<z<1

0 sixz>1
Aleshores, donada u € WP(I), es té ni € W'P(0,00) i (nit)' = 0/t + nu'.
Demostracié. Sigui ¢ € €1((0,00)). Aleshores,
o, ! o ! / ’1 ! ’ r,
nup' = | nue’ = | ul(ne) —n'el = | ulne) = | un'e
0 0 0 0 0
Com que ny € €1((0,1)), emprant la definicié de derivada feble tenim que

00
0

o0 ~
/O niy' = — / [u'n + an'le
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Teorema 3.1.16. Teorema de prolongacio.

Sigui 1 < p < oo. Existeix un operador de prolongacié lineal i fitat P : WlP([) —
WP(R), no necessariament tnic, tal que v — v, amb v(z) = v(y) Ve € I i de manera
que 3C = C(I) tal que ||v|[ze@) < Cllulleny, 1 |[v|lwir@)y < Cllullwiremy, on la constant
C pot dependre de I perd no de u. A més a més, si [ és fitat, v tindra suport compacte.

Demostracio. Vegem en primer lloc el cas en que I és no fitat. Qualsevol interval no fitat
i diferent de R es redueix al cas I = (0, 00) fent un canvi de coordenades adient. Definim
I'extensio per reflexio i veurem que compleix les propietats desitjades.

Plu) () = {u(x) siz >0

u(—z) siz <0

Es clar que || P(u)||zo®) < 2||ullzo(ry. Observem que la funcié v € LP(R) definida per

o(z) = {u’(m) siz >0

—u'(—z) siz <0
és la derivada de P(u). En efecte,

P(u)(z) — P(u)(0) = /0 “o(t)dt Yz € R

En definitiva, P(u) € W'P(R) i tenim || P(u)||zr®) < C|lul| 1oy, amb C = 2.
Vegem ara el cas en que 'interval és fitat. Sense perdua de generalitat, podem suposar
que I = (0,1). Utilitzant la mateixa notacié del lema 3.1.15, podem escriure

u=nu+ (1 —n)u

I podem estendre nu a (0,00) per nu, i aleshores a R en virtut del cas I = (0,00) que
hem fet en primer lloc.
Aixi{, obtenim una funcié v; € WH?(R) que estén nu a R i tal que

o1l ze) < Cllullzer)
[otllwrr@) < Cllullwir

Pel mateix procediment, estenem (1—n)u a (—oo, 1) per zero a (—oo, 0) i després estenem
a tot R per reflexi6 respecte x = 1. D’aquesta manera obtenim v, € WHP(R) que estén
(I —n)u aRital que

[v2l o) < Cllullze
[v2llwrr@®) < Cllullwre

Aleshores, Pu = v; 4+ vy satisfa les condicions del Teorema. O

A continuaci6 veurem un resultat que ens permetra aproximar les funcions de W*?(I)
per funcions €*° en un cert sentit. Abans, pero, cal introduir alguns conceptes que
son necessaris per la demostracié. En primer lloc, enunciarem el segiient lema sobre
convolucid, que no demostrarem. La demostraciéo es pot trobar a la pagina 211 del
Brézis.

Lema 3.1.17. Sigui p € L'(R), i v € W'?(R), amb 1 < p < oo. Aleshores, p* v €
WIP(R) i (p*xv) = p*v.
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Definicié 3.1.18. Fixem una funcié ¢ € €°(R) tal que 0 < ( <11

(@) = {1 si Jz] < 1

0 silz|>2
Anomenem funcié de truncacié a una funcié que compleixi aquestes propietats.

Donada una funcié de truncacié ¢, definim la seqiiéncia (,(z) = ((x/n). Pel Teorema
de la convergencia dominada, si f € LP(R), aleshores (,f — f amb norma LP(R).
Intuitivament, la successié ¢, és una successié que tendeix a la funcié constant igual a 1.

Teorema 3.1.19. Sigui v € W'P(I), amb 1 < p < oco. Aleshores 3 una successié
(un) € € (R) tal que u,|;r — u amb la norma de W ().

Demostracio. Usant el teorema de prolongacié que acabem de veure, podem suposar
que I = R. Prenem ara una successi6é regularitzadora p,, i una funcié de truncacié .
Veurem que la successioé u, = (,(pn*u) convergeix a u en WHP(R). En primer lloc, tenim
|lun — ul|l e — 0, ja que u, —u = (u((pn * u) —u) + (Guu — u), i, per tant, tal com voliem

[un = wllzr < [[(pn * u) = ull Lo + ([ Gor = u[r = 0

Utilitzant ara el lema 3.1.17 tenim

/

Uy, = C;L(pn * u) + (n(pn * ul)

I, per tant,
[, = Nl e < G (o * )|+ [1Ga(on * u') — o'l r

Per la definici6 de la seqiiencia (,, ||¢) ||zr = ||¢’||»/n. Per altra banda, sumant i restant
(ot 1 usant la desigualtat triangular, tenim

1€n(pn # u') = @llo = [[Gn(on * ) = Gutt'[|e + [IGnu” — o o

Aix{ doncs, si anomenem C = ||(/ ||, 1 usem que (,(z) < 1, obtenim finalment

C
iy = @llze < —lullze + llpn * 0" = w'llzr + [1Gut” = ']z — 0

En definitiva, hem provat que u, — u i u/, — «/ en LP, i per tant, u,, — v en WP, [

Observacié 3.1.20. Aquest resultat pot portar confusié. Cal remarcar que no diu que
u pugui aproximar-se per una successio u,, € €>°(I), encara que d’entrada pugui semblar
equivalent.

Corollari 3.1.21. Siguin u,v € W(I), amb 1 < p < co. Aleshores, uv € WP(I) i
(wv) = u'v +uv'

A més a més, es satisfa la férmula d’integracié per parts, Vz,y € I tenim

/; u'v = u(z)v(r) —uly)v(y) — /; wv!
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Demostracio. Per 'encabiment de Sobolev, podem suposar u € L*(1), i per tant uv € LP.
Queda veure doncs que (uv)” € LP. Considerem en primer lloc el cas p < co. Siguin
(un), (vn) € €H(R) seqiiencies tals que u,|;r — u, v,|; — v en WP(I). Aleshores, de nou
per l'encabiment de Sobolev, tenim w,|; — w, v,|; — v en L>®(I) i en LP(I).

Per tant, u,v, — uv en L>(I) i també en LP(I). Aixi doncs, tenim

/ / / / /
(Unvn) = Uy vy + unv,, — u'v 4+ uv

Aixi doncs, hem que uv € W'P(I) i també la regla del producte per la derivacié.

Fem ara el cas p = oo. Siguin u,v € WH(I). Aleshores uv € L=(I) i u'v + uwv' €
L>°(I). Ens queda veure que u'v + uv' és la derivada de uv.

Sigui ¢ € €}(I), i fixem un interval J C I obert i fitat tal que supp(¢) C J. Aleshores,
com que J ¢és fitat, u,v € WHP(I) Vp < oo i pel cas p < co que ja hem fet, tenim

/uvgp’:—/u’v—i—uv’(p
J J

/uvcp’: —/u'v—i—uv’gp
I I

Integrant la regla del producte obtenim la féormula d’integracié per parts. U

I, per tant,

Observem que €1 (1) C WP, V1 < p < oo, ja que el suport compacte garanteix que
tota funci6 de €}(I) i la seva derivada siguin integrables. Aixo ens permet fer la definicié
segiient:

Definicié 3.1.22. Sigui 1 < p < oo. Anomenem Wy”(I) a la clausura de €!(I) en
W'P(I). Si p = 2, anomenarem H} = Wy

Wy* és un espai de Banach prenent com a norma la restriccié de la norma de W (1)
a Wol P(I). Analogament, I'espai H} és un espai de Hilbert amb la restriccié del producte
escalar de H'(I). Observem també que Wy *(R) = WP(R).

Proposicié 3.1.23. Sigui u € W'?(I). Aleshores, u € W,?(I) si i només si @ s’anulla
als extrems.

Demostracid. Siu € Wol’p([), aleshores u = lim,_,, ©,, amb ¢, € €} (I). Aixi doncs, les
v, s’anullen als extrems. Com que avaluar la funcié en els extrems és continu, commuta
amb el limit i, per tant, u s’anulla als extrems de I.

Reciprocament, suposem que % € WP s’anulla als extrems. Vegem en primer lloc el
cas d'un interval I fitat. Podem estendre @ a fora de I per ug € Wy (R)

u(r) sizel
Uy =
0  sizgl

Ara aproximem g per la successié u,(z) = uo((1 + 1/n)x) € Wy*(I), que encon-
geixen el suport de ug, de manera que sén funcions a suport compacte i supp(u,) C I.
Regularitzem aquesta successié utilitzant funcions regularitzadores,

Py * uo((1+ 1/n)x) € (1) = u

D’aquesta manera, u és limit de funcions €°, i per tant u € Wol P(I). El cas en que [ és
no fitat es pot reduir a I = (0,00), i es procedeix de manera similar. U
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Teorema 3.1.24. Desigualtat de Poincaré.
Sigui / un interval fitat. Aleshores existeix una constant C' depenent de |I| tal que

lullwroy < Cllw vy W € Wo(1)

Demostracid. Sigui I = (a,b) i u € Wy(I). Com que u(a) = 0,

ju(e)| = fuw) = u(@)] = | ["w(e)dt] < ']

Prenent suprems, tenim que ||| g~y < [|o/|[z1(). Com que I és fitat, si p < ¢, 3C
tal que || f]|, < C||fl4- Aleshores,
lullwoiy = llullzeay + W ey < Wy + 1v'lzeay < CU | ew))
U

Observacié 3.1.25. Com a conseqiiencia d’aquesta desigualtat, en Wol P(I) la norma
||| ey és equivalent a la norma habitual. A més a més, en Hj el producte escalar
(u,v)p = [; u'v" déna un producte escalar equivalent a I’habitual, ja que, donat 0 < av < 1

fuly = [+ @) [y o fo2+ L2 [ min {a, $ ;f”} el

3.2 Problemes de contorn en dimensi6 1

A continuaci6 presentem una série de problemes de contorn a I'interval I = (0, 1). L’ana-
lisi és valid per a qualsevol interval, ja que en tenim prou amb un canvi de variable per
reduir-nos a l'interval (0, 1). Per a cada problema de contorn farem ’analisi segtient:

1. Definirem la noci6 de soluci6 feble del problema.

2. Definirem la nocié de solucié variacional del problema.

3. Donarem condicions per a l’existéncia i unicitat de solucions

4. Discutirem propietats de regularitat

5. Si les condicions de contorn séon homogenies, definirem I'operador solucié i provarem

que és lineal i continu.

Exemple 1

Considerem en primer lloc el segiient problema:

{_“u“: ; (3.1)

u(0) =0, u(l) =0

Definicié 3.2.1. Sigui f € €(I). Aleshores, si u € €>(I) és soluci6 del problema de
contorn, diem que u és solucié classica.
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Intentem ara generalitzar aquest problema de contorn. Observem que, si u és una
soluci6 classica del problema, prenent ¢ € €} (I), tenim [; —u"p+ [; up = [; f. Integrem
el primer terme per parts. Tenint en compte que el suport de ¢ és compacte, els termes
de contorn de la férmula d’integracié per parts s’anullen, i ens queda

/IU’sO’Jr/Iuso:/lfso Vo € € (I)

A més a més, com que les condicions de contorn ens asseguren que u val zero als extrems,
u e H&(I ). Aquesta igualtat es pot reescriure com a

(u, )iy ry = (fr o)) Yo € 6(T)

Aix0 ens suggereix definir soluci6 feble com u € Hj(I) satisfent aquesta igualtat. No obs-
tant, el plantejament es pot fer una mica més general, seguint les seglients observacions:

Observacié 3.2.2. Com que les funcions de ¢} (I) sén denses a Hj(I), i els funcionals
(us @) aa(ry 1 (S, 9) L1y s6n continus en ¢ en la norma de Hg, demanar que u satisfaci

(u, o)y = (s )2y
Vo € €1 (I) és equivalent a demanar-ho Vo € H}(I).

Observacié 3.2.3. Quan hem plantejat el problema inicialment, no hem especificat cap
condici6 sobre f, si bé en la definicié de soluci6 classica hem demanat que f € €(I). No
obstant, en la formulaci6 feble del problema que hem vist fins al moment, només cal que
f € L*(I) perque tingui sentit el producte escalar (f, ¢)r2(r).

Més en general, podriem substituir f per F' € Hj(I)', iel producte escalar pel producte
de dualitat (F, @)H&(I)’,Hé([)-

Ara si, podem arribar a la definici6 de solucio6 feble amb tota la generalitat necessaria.

Definicié 3.2.4. Donada F € H}(I), direm que u € H}(I) és una soluci6 feble del
problema

{—u” +u=F (3.2)

u(0) =u(l)=0
si satisfa la segiient igualtat Yo € H}(I)
(u, S0>H5(1) = (F, @H&(I)',H(}(I)-

Observacioé 3.2.5. Encara que la nomenclatura ens pot confondre, la definicié que hem
fet de derivada feble no és equivalent a que u satisfaci —u” + u = f entenent les v” com
a derivades febles.

Observacié 3.2.6. Atenent a la deduccié que hem fet, és clar que tota solucié classica
del problema també és solucié feble.

Un cop tenim definida la noci6 de soluci6 feble (el primer punt que ens haviem pro-
posat), podem observar algunes propietats fonamentals:
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Teorema 3.2.7. Donada F € H}(I), existeix una tnica solucié feble v € H}(I) del
problema (3.2). A més, aquesta solucié és la que minimitza la forma variacional

1
5/1(('0/)2 +'U2) — <F’,U>Hé([)’,Hé(I)’

entre totes les v € Hy(I). Addicionalment, |[ul| g1y = || F|| a1y i per tant la dependencia
de u respecte F' és lineal i continua.

Si el segon terme prové d’una funci6 f € L*(I), tindrem a més que u € H*(I)NHy(I)
i se satisfara que —u” +u = f en el sentit de derivades febles. Si f € C(I), u també sera
solucio classica.

Demostracio. L'existéncia i unicitat se segueix del teorema de Riesz-Fréchet (2.2.1), i
també el fet que [lul[g2) = [[F|lgay- La forma variacional es dedueix del teorema de
Lax-Milgram (2.2.4), ja que (u,v) mp s una forma bilineal, simeétrica, continua i coerciva.

Pel que fa a la regularitat de la solucié, si tenim f € L?(I), de la definicié de soluci6

feble tindrem:
/u'v' = —/(u— flv; Yo e Hy(I).
I I

Com que u — f € L*(I), concloem que u’ admet una derivada feble, que és u — f, i per
tant u € H?(I). No detallarem el cas f € € (). O

Aixi, hem acabat ’analisi que haviem plantejat al principi.

Exemple 2

Considerem ara la segiient variant del problema:

{—u” +u=f
u(0) = a, u(l) =3

Aquest cas es redueix a l'anterior (3.1) escrivint u = wy + v, on ug(x) és una funcié
auxiliar que satisfa les condicions de contorn (per exemple, una recta), i v és una solucié
de I'equacié amb condicions de contorn nulles.

Exemple 3

Estudiem el segiient problema de Sturm-Liouville:

Definici6 3.2.8. La funci6 u € H}(I) sera soluci6 feble del problema anterior si per a
tota v € Hg(I) se satisfa:

/Ip(as)u'v'+/1q(x)uv = /va.

El desenvolupament és analeg a ’anterior. Per a poder aplicar el teorema de Lax-
Milgram, necessitem imposar algunes condicions de fitacié sobre p i q.
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Proposicié 3.2.9. Si les funcions p(z), ¢(z) son fitades amb p(x) > py > 01 g(z) > qo,
amb ¢o positiu o poc negatiu (en un sentit que es precisara a la demostracid), llavors la
forma bilineal

a(u,v) = /Ip(x)u’v’+/lq(:c)uv

és continua i coerciva.

Demostracio. Que és continua es dedueix rapidament del fet que p i ¢ sén fitades i d’aplicar
Cauchy-Schwarz amb u i v. Pel que fa a la coercivitat:

a(v,v) 2 pol[v[I72 + qollvllZz = (o — E)IV'[172 + ellv'l[7 + aollv]1Z2-

Aplicant la desigualtat de Poincaré, és a dir, que existeix C' > 0 tal que C|[v'||22 > ||v||32,
obtenim:

9
a(v,) > (po = ) + (5 + o) ol

C
Si escollim € > 0 tal que pg—¢ >0 > 01 &+ ¢q > ¢ > 0 (admetent aixi que g pugui ser
una mica negatiu), acabarem concloent que a(v,v) > §||v||3;:, com volfem. O

Si se satisfan les hipotesis que hem dit, podrem aplicar el teorema de Lax-Milgram
per a afirmar que hi haura existencia i unicitat de solucions, i podrem obtenir la forma
variacional del problema.

Exemple 4

Ara, canviem les condicions de contorn per condicions de Neumann:

{—U”+u =

W (0)=a, u(1)=p (3:3)

Aix0 va diferent. Aqui, en comptes d’imposar les condicions de contorn en l’espai en el
que treballem (com feéiem en H} (7)), imposarem les condicions dins la mateixa equacié.
Notem que les condicions u/(0) = «, u/(1) = 3 no tenen sentit a H'(I) (si que tindrien
sentit a H?(I), ja que per 'encabiment de Sobolev es pot prendre un representant continu
de la derivada).

Suposant que tenim una solucioé classica, si multipliquem 'equacié per una funcié de
prova ¢ € €*([0,1]) (no demanem que s’anulli als extrems, ja que perdriem les condicions
de contorn), s’obté:

ap(0) — (1) +/IU’<p’+/Iu<p = /fsa-
Inspirant-nos en aixo, podem definir soluci6 feble:

Definici6 3.2.10. Donada f € L?*(I), una solucié feble uw € H'(I) de I'equacié (3.3) és
una funcié que satisfa

/IU’U—I—/IUU = —aw(0) + po(1) —|—/ifv,

per a tota v € H'(I).
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El membre de l'esquerra és una forma bilineal, simetrica, continua i coerciva, i el
membre de la dreta és una forma lineal continua. Per tant, podem aplicar Lax-Milgram
per afirmar existéncia i unicitat de solucions. La forma variacional és que u minimitzi:

o [ (7 40%) + 0 =00 - [ 1o
per a v € H(0,1).

Observacié 3.2.11. En comptes de f € L?*(I), més en general podriem haver pres
(F, )1y g, per a certa F e HY(I)'.

Respecte a la regularitat, si suposem que f € L?*(I) i prenem v € €}(I), de la
definicié de solucié feble sortira que ' té derivada feble u — f € L*(I). Falta veure que es
compleixen les condicions de contorn (que ara tenen sentit perque u € H*(I)). Integrant
per parts a la definicié de solucié feble, tenint en compte que —u” + u = f, obtenim:

u' (0)v(0) — o/ (1)v(1) = av(0) — So(1).

Com que v € H*(0, 1) és arbitraria (i, per tant, v(0) i v(1) també), concloem que v'(0) = «

iu'(1)=p.

Exemple 5

Un problema “mixt”:
—u' +u=f;
u(0) =0, «/(1)=0

Introduim un nou espai, el de les funcions que s’anullen a ’esquerra:
H!(a,b) = {u € H'(a,b) | u(a) =0}

Treballant en aquest nou espai, es fa com en els casos anteriors.

Exemple 6

Introduim ara condicions de tercera classe:
—u’+u=f;
uw'(0) — ku(0) =0, «/(1) =0

D’una banda, treballem en I'espai H}(I) de funcions que s’anullen en x = 1. Suposant
que tenim una solucié classica i multiplicant per una funcié de prova ¢ € %€*'([0,1)),

obtenim:
W/(0)p(0) + [ (' +up) = [ fe.

Amb aix0 en ment, i aplicant les condicions de contorn, definim solucié feble:

Definici6 3.2.12. Donada f € L*(I), una soluci6 feble u € H}(I) del problema anterior
és tal que:

ku(0)v(0) +/l(u’v’ —Hw) = /va
per a tota v € Hj(I).

Si k > 0, es podra aplicar el teorema de Lax-Milgram, i es podra donar la forma
variacional corresponent.
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Exemple 7
Posem condicions de contorn periodiques:
—u' +u=f;
u(0) —u(l) =0, v/(0) —u/(1) =0

Es treballa amb I'espai de funcions tals que u(0) = u(1), i es procedeix igual que sempre.

Exemple 8
Comentem finalment un problema una mica diferent, ara en I'interval I = R:

{—u”+Ru’+Ku=f

lim|x|_>oo u(a:) =0.

La soluci6 feble sera u € H'(R) tal que

/u’v’+R/u'v+K/uv:/fv,

per a tota v € HY(R). Notem que el membre de I’esquerra és una forma bilineal continua
en H'(R), perd que no sera simetrica si R # 0. Sera coerciva si K > 0, ja que [v'v =0
(la primitiva és v?), i

/(u’)2 + K/v2 > min{1, K }|o]| 1.

Notem que en no ser una forma simetrica, no admet una forma variacional.
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