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1 Successions i series funcionals

Definicié 1.1. Sigui (f,) una successi6 de funcions, f;: E CR — R, isigui f: AC F —
R. Diem que (f,) convergeix puntulament cap a f en A si

lim f, (z) = f(z), Vo € A.

n—oo

Diem que (f,) convergeix uniformement cap a f en A si
Ve >0, IN € N tal que |f, (z) — f (x)] <e,Vn > N, Vz € A.

Observacié 1.2. (f,) convergeix uniformement cap a f en A si, i només si,

lim sup|f, (x) — f (z)| = 0.

Observacié 1.3. La convergencia uniforme implica la convergencia puntual.

Proposicié 1.4. Criteri de Cauchy. Sigui (f,) una successié de funcions, f;: £ C R —
R, isigui f: AC E — R. (f,) convergeix uniformement cap a f en A si, i només si,

Ve >0, 3N € N tal que |f, () — fm (2)| <&, Vn,m > N, Vz € A.
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Teorema 1.5. Sigui (f,) una successié de funcions continues que convergeix uniforme-
ment cap a f en A. Aleshores, f és continua en A.

Lema 1.6. Lema de Dini. Sigui (f,) una successié de funcions puntualment monotona
(no estrictament) que convergeix puntualment cap a f en un compacte K. Aleshores,
(fn) convergeix uniformement cap a f.

Teorema 1.7. Sigui (f,,) una successi6 de funcions integrables Riemann a [a,b] que
convergeix uniformement cap a f en [a,b]. Aleshores, f és integrable Riemann a [a, b] i

[r= [ dm g= i [

Corollari 1.8. Sota les mateixes condicions, si x € [a, b],

([5)= [
uniformement.

Teorema 1.9. Sigui (f,,) una successié de funcions derivables en [a, b] tal que (f}) con-
vergeix uniformement cap a g en [a, b] i tal que (f, (zo)) convergeix per un cert xy € [a, b].
Aleshores, (f,,) convergeix uniformement cap a una funcié f derivable a [a, b] que satisfa
que f' = g. En particular,

/
. ! .
ti = (Jim 5

Comentari: quan no s’especifiqui el domini de les funcions ni en quin subconjunt del do-
mini tenen certes propietats, s’entendra que tot passa en un mateix subconjunt qualsevol
dels reals.

Proposicié 1.10. Criteri de Weierstrass. Sigui (f,,) una successié de funcions tal que,
per tot n, | f,| < M,, per a cert M, € R i tal que }_,5; M, és convergent. Aleshores,
> fn convergeix uniformement.

Lema 1.11. Férmula de sumacié d’Abel. Siguin (a,,), (b,) successions de nombres reals
i sigui s, = > ; a;. Aleshores,

Z azb - Sn n+1 = Z S’L erl - Snbl + Z i Z+1 - b’L) :

Aquest és un lema auxiliar que s’utilitza per demostrar els seglients dos criteris.
Proposicié 1.12. Test d’Abel. Siguin (f,,) i (g») successions de funcions tals que
(i) > fn convergeix uniformement,
(i) Vn,|gn| < M,
(iii) (gn) és puntualment monotona (no estrictament).
Aleshores, " f,g, convergeix uniformement.

Proposicié 1.13. Test de Dirichlet. Siguin (f,) i (g,) successions de funcions tals que



(i) Vn, >0, fil < M, és a dir, que Y f,, és uniformement fitada.
(ii) (gn) és puntualment monotona (no estrictament),

(iii) (gn) convergeix uniformement a 0.

Aleshores, " f,g, convergeix uniformement.

Definicié 1.14. Anomenem série de potencies a una expressio de la forma

> an(z—a)"

neN

El canvi de variable y = x — a és un desplacament que transforma 'expressio en

> any”,

neN

de manera que només considerarem series de potencies d’aquesta forma.

Observacié 1.15. Observem que una serie de potencies Y,y a,2" defineix la successio
de funcions (X1, a,z™). Quan parlem de la convergencia de la serie ens referirem a la
convergencia d’aquesta successio de funcions que defineix.

Proposicié 1.16. Sigui Y, cya,2™ una serie de potencies. Aleshores,

(i) Si Y ,enanz™ convergeix en xy # 0, aleshores convergeix absolutament en tot = €
(—|zol,|x0]). A més, convergeix uniformement en tot [a,b] C (—|zo|,|zo|)-

(i) Si Y ,enanx™ divergeix en zg, aleshores divergeix en tot = € R tal que |x| > |zo].

Definicié 1.17. Anomenem radi de convergencia de la serie de potencies Y, oy anz™ a

R = € [0, +o0].

lim sup W

n—oo

Proposicié 1.18. Sigui Y,,cy a,z™ una série de potencies i sigui R € [0, +0o0] el seu radi
de convergencia. Aleshores,

(1) Ynenana™ convergeix a (—R, R),
(i) 3,en anz™ divergeix a (—oo, R) U (R, +00).

El resultat també val canviant R per —R en les series i considerant [—R, 0] i lin}% .
T——

Teorema 1.19. Teorema d’Abel.
Sigui > ,cn @™ una série de poténcies amb radi de convergencia R € [0,400) tal que
> onen @™ convergeix a R, és a dir, si Y,y an R" = A. Aleshores,

(i) > apx™ convergeix uniformement a [0, R],

neN
(ii) lim Y a,z" = A.
=R~ neN



Observacié 1.20. Sigui ), cya,2" una serie de potencies. Observem que >, cy Gnz"”
defineix una funcié

f: (—R,R) — R
T Z anx".
neN

Lema 1.21. Les series de potencies Y ,en @n@” i 3 ,en 0,21 tenen el mateix radi de
convergencia.

Proposici6é 1.22. Sigui ),y a,2" una serie de potencies i sigui R el seu radi de con-
vergencia. Aleshores, f () =Y, cnanx™ és derivable a (=R, R) i

f(x)=> naz" .

neN
Proposici6 1.23. Sigui Y, cya,2™ una serie de potencies. Aleshores,

(i) f(xz) =>_ aya™ és integrable Riemann a (—R, R),

neN

xT
(i) > / a,t™ dt és una serie de potencies en la variable z amb radi de convergencia
neN 7o

R, per tot 2y € (—R, R),

(iii) / D apt"dt = Z/ ant"™ dt, per tot xg,z € (=R, R).
Z0 peN neN /o

Teorema 1.24. Teorema de Taylor.

Sigui Y,y @™ una serie de potencies que convergeix a f (z) a la regié (—R, R) i sigui

c € (—R, R). Aleshores,

() (o
fay =3 T

|
neN n:

per a tot x tal que|z —¢| < R —|c|.
Teorema 1.25. Sigui f una funcié suau a (a, b) tal que
F (@) <7, Vo € (a,b), ¥n

per a cert v > 0. Aleshores, f té una serie de Taylor de radi no nul al voltant de cada
punt ¢ € (a,b).

2 Espais de funcions continues

Definicié 2.1. Sigui F un espai vectorial. Diem que F és un espai de Banach si és
normat i complet.

Teorema 2.2. Sigui K C R un compacte. ¢ (K,R) dotat de la norma del suprem és un
espai de Banach.

Definicié 2.3. Sigui E un espai vectorial. Diem que E és una algebra si admet un
producte intern distributiu respecte la suma.
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Definicié 2.4. Sigui F un espai de Banach. Diem que F és una algebra de Banach si és
una algebra que satisfa que

(i) [ =1,
@) I - gl IS -lgll-

Teorema 2.5. Sigui K C R un compacte. % (K,R) dotat de la norma del suprem és
una algebra de Banach.

Definicié 2.6. Sigui A C R isigui F C € (A, R) una familia de funcions continues de A
a R. Fixat un x € A, notarem

Fe=A{f(x)[ feF}.

Diem que F és puntualment fitada si F, és fitat per tot € A i que F és uniformement
fitada si existeix un a € R tal que || f|| < « per tota f € F. Aquestes definicions per
families de funcions d’estenen naturalment a les successions de funcions.

Proposicié 2.7. Sigui K C R un compacte i sigui (f,) una successié de funcions de
% (K,R) uniformement convergent. Aleshores, F = (f,) és uniformement fitada.

Definicié 2.8. Sigui A C R i sigui F C € (A,R) una familia de funcions continues de
A a R. Diem que F és equicontinua si, per tot € > 0, existeix un § > 0 tal que, per tota
ferF,

[z —yl <o = |f(z) - f(y)] <e

Aquesta definicié per families de funcions d’estén naturalment a les successions de funci-
ons.

Proposicié 2.9. Sigui K C R un compacte i sigui (f,) una successié de funcions de
¢ (K, R) uniformement convergent. Aleshores, F = (f,) és equicontinua.

Lema 2.10. Sigui K C R un compacte i sigui ( f,,) una successi6 de funcions de % (K, R)
equicontinua i puntualment fitada. Aleshores, (f,) és uniformement fitada.

Teorema 2.11. Teorema d’Arzela-Ascoli.
Sigui K C R un compacte i sigui F una familia de funcions de ¢ (K, R). Son equivalents

(i) F és puntualment fitada i equicontinua.
(ii) De tota successié de funcions de F se’n pot extreure una parcial convergent.
Afegint que F sigui tancada obtenim una altra versié del teorema.

Teorema 2.12. Sigui K C R un compacte i sigui F una familia de funcions de ¢ (K, R).
Sén equivalents

(i) F és tancada, puntualment fitada i equicontinua.
(ii) F és compacta.

Teorema 2.13. Teorema d’aprorimacio de Weierstrass.

R [z] és dens a € ([a,b],R).



Definicié 2.14. Sigui f: [0,1] — R. Definim el polinomi de Bernstein d’ordre n de f

Buste) =31 (&) (1)

Teorema 2.15. Teorema d’aproximacio de Bernstein.
Sigui f € ([0,1],R). Per a tot € > 0, existeix un n € N tal que

I~ 50 <=

Definicié 2.16. Siguin f,g: R — R. Definim els operadors binaris A i V com

(fAg)(z)=min (f (z),g(z)),
(fVg)(x) =max (f (v),g(v)).

Observacié 2.17. Clarament, es tenen les identitats

_f+g |f—4
_f+g  |f—4
fVg= 5 + 5

Corollari 2.18. Un espai vectorial de funcions és un reticle si, i només si, és tancat pel
valor absolut.

Definicié 2.19. Sigui B C % ([a,b],R). Diem que B és un reticle si és tancat per A i V.

Definicié 2.20. Sigui F C una familia de funcions f: R — R. Diem que F separa punts
si, donats xg,z; € R, existeix una funci6 f € F tal que f(x¢) # f(x1). Diem que F
interpola punts si, donats g, 1, Yo, y1 € R, existeix una funcié f € F tal que f (zo) = o

if(z1) =u1.

Teorema 2.21. Teorema d’aproximacio de Stone.
Sigui B € € ([a,b] ,R) un reticle que interpola punts. Aleshores, B és dens a € ([a, b], R).

Proposicié 2.22. Sigui B C € (a,b) ,R) un espai vectorial que separa punts i que conté
les constants. Aleshores, B interpola punts.

Lema 2.23. Sigui B C % (|a,b],R) una subalgebra que conté les constants. Aleshores,
per tota f € B, es té que|f| € B.

Teorema 2.24. Teorema de Stone-Weierstrass.
Sigui B C % ([a, b] ,R) una subalgebra que conté les constants i separa punts. Aleshores,
B és dens en ¥ ([a, b] ,R).

3 La integral de Lebesgue

Definicié 3.1. Sigui X un conjunt. Diem que X C P (X) és una o-algebra d’X si satisfa
que

(i) o e X,
(i) Ae X = AeX,



(iii) {Ait,en ©X = Uien Ai € X

Diem també que (X, X') és un espai mesurable i els elements de X' els anomenem conjunts
X-mesurables (o, simplement, mesurables).

Observacié 3.2. La interseccié numerable de conjunts mesurables és un conjunt mesu-
rable.

Observacié 3.3. La interseccié de o-algebres sobre un mateix conjunt és una o-algebra
sobre aquest conjunt.

Definicié 3.4. Anomenem algebra de Borel, i la notem per B, a la o-albegra generada
pels intervals oberts (a,b) C R. Dit d’una altra manera, B és la interseccié de totes
les o-algebres sobre X = R que contenen els intervals oberts (a,b) C R. Anomenem
borelians als conjunts de B.

Observacio 3.5. L’algebra de Borel coincideix amb les algebres generades perls intervals
tancats, els intervals semioberts, les semirectes tancades i les semirectes obertes.

Definicié 3.6. Sigui (X, X’) un espai mesurable. Diem que una aplicacié p: X — R* és
una mesura si satisfa

(i) n(2) =0,
(i) 1 (A) >0, VA € X,
(iii) Si {A;};cy € & son disjunts dos a dos, aleshores
H (U Ai) = ZM(Az‘)-
ieN ieN
Si p(X) < +o0, diem que p és una mesura finita.

Definicié 3.7. Anomenem espai de mesura a un espai mesurable dotat d’'una mesura, és
a dir, a una tripleta (X, X', 1), on X és una o-algebra sobre X i p és una mesura definida
a (X, X).

Proposicié 3.8. Sigui (X, X, ) un espai de mesura i siguin £, F' € X tals que £ C F.
Aleshores, p (E) < p(F). A més, si pu(F) < 400, es té que u (F\ E) = p(F) — p(E).

Proposicié 3.9. Sigui (X, X, u) un espai de mesura. Si (E,), .y és una successié creixent
de X, aleshores

p (G En) = lim p(E,).

Definicié 3.10. Sigui (X, X) un espai mesurable i sigui f: X — R. Diem que f és
X-mesurable si, per tot a € R,

Ay = 1 (o, +0)) € X.
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Proposicié 3.11. Sigui (X, X) un espai mesurable. Sén equivalents
(i) Va e R, [~ ((a, +00)) € X,
(ii) Va € R, f~

(ii
1

(iv) Va e R, f~

) H

) H(=o0,a]) € X
) Va €R, [ ([, +00)) € X,
) H(=o0,0)) € X

Proposicié 3.12. Sigui (X, X) un espai mesurable, siguin f, g funcions X-mesurables i
sigui ¢ € R. Aleshores, les funcions cf, f2, f + g, fg i|f| sén mesurables.

Definicié 3.13. Sigui f: X — R una funcié que pren valors reals. Definim les funcions
ft, /7 X - R com
fr=fvo, fm=(=f)vo.

Proposicié 3.14. Sigui (X, X') un espai de mesura i sigui f: X — R. Aleshores, f és
X-mesurable si, i només si, fT i f— sén mesurables.

Definicié 3.15. Sigui (X, X') un espai de mesura i sigui f: X — R*. Diem que f és
X-mesurable si, per tot a € R,

f (o, +00]) € X.

A més, definim el conjunt M (X, X) = {f: X — R*| f és X-mesurable}, és a dir, el
conjunt de funcions de X a R que sén X-mesurables.

Proposicié 3.16. Sigui (X, X) un espai mesurable i sigui f: X — R*. Considerem els
conjunts

A={reX| ()= too},
B={reX| f(x)=—o0}.

Aleshores, f és X-mesurable si, i només si, A, B € X i la funci6é f;: X — R definida per

) f(x) siz¢g AUB
ﬁ@»_{o sizeAUB’

Lema 3.17. Sigui (X, X) un espai mesurable i sigui (f,,) una successi6é de funcions de
M (X, X). Aleshores, les funcions

f(x) =t f, (x),
F(x) =sup f, (z),

f* () = liminf f, (z),
F*(z) = limsup f, (z),

sén X-mesurables.

Corollari 3.18. Sigui (X, X’) un espai mesurable i sigui (f,,) una successié de funcions
de M (X, X) que convergeix puntualment a f: X — R*. Aleshores, f € M (X, X).
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Definicié 3.19. Sigui ¢: X — R una funci6é. Diem que ¢ és simple si|¢ (X)| € N.

Observacié 3.20. Sigui (X, X)) un espai mesurable i sigui ¢p: X — R una funcié simple
X-mesurable. Aleshores, ¢ es pot escriure com

(IO = Z aj]IEja
j=1

amba; e Ri E; € X.

Definicié 3.21. Sigui (X, X) un espai mesurable i sigui ¢: X — R una funcié simple
X-mesurable. Diem que una representacio

n
v =2 alg,,
=1
és canonica si els valors a; son tots diferents, els conjunts E; sén disjunts dos a dos i llur
reunié és X.
Observacio 3.22. La representacié canonica d’una funcié simple mesurable és tnica.

Definicié 3.23. Sigui ¢ una funci6 simple de M* (X, X) = {f e M (2, X) | f >0} i
sigui 1 una mesura sobre (X, X'). Definim la integral de ¢ respecte de p a

/@du =Y an (E5) .
j=1

convenint que 0 - oco = 0.

Lema 3.24. Sigui (X, X, ) un espai de mesura, siguin ¢,¢ € M7 (X, X) funcions
simples i siguin ¢, ¢’ € RT. Aleshores,

(i) /cgp—f—c’@/)d,u = c/gpdu—l—c’/wdu.
(ii) L’aplicacié
At X — R
E— /gO]IE du
és una mesura sobre (X, X).

Definicié 3.25. Sigui (X, X, ) un espai de mesura i sigui f € M1 (X, X, ). Definim
la integral de f respecte de p com

/fduzsup pdp € R,

ped

on ® = {p e M"(X,X)|p< f}.
Sigui £ € X. Definim també la integral de f respecte de p sobre E com

[ fdu= [ flzan.
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Lema 3.26. Sigui (X, X, ) un espai de mesura, siguin f,g € M™* (X, X, ) i siguin
E.F € X. Aleshores,

(i) Si f < g, aleshores [ fdu < [gdpu.
(ii) Si E C F, aleshores [ fdu < [n fdu.

Teorema 3.27. Teorema de la convergencia monotona.
Sigui (X, X, 1) un espai de mesura i sigui (f,,) una successié monotonament creixent de
funcions de M™* (X, X). Aleshores, f =1lim f,, € M* (X, X) i es té que

/fd,u:lim/fnd,u.

Corollari 3.28. Sigui (X, X, ) un espai de mesura, siguin f,g € M™ (X, X) i siguin
¢, d > 0. Aleshores,

/cf+c’gdp:c/fdu+c’/gd,u.

Lema 3.29. Lema de Fatou. Sigui (X, X, 1) un espai de mesura i sigui (f,,) una successié
de funcions de M* (X, X). Aleshores,

/ lim inf £, dg < liminf / fodu.

Corollari 3.30. Sigui (X, X, 1) un espai de mesura i sigui f € M™ (X, X). Aleshores,
I’aplicacio

A X >R
E|—>/ fdu
E
és una mesura sobre (X, X).

Corollari 3.31. Sigui (X, X, u) un espai de mesura i sigui f € M™* (X, X). Aleshores,

/fdu:() — f=0 pga.

Corollari 3.32. Sigui (X, X, 1) un espai de mesura i sigui ( f,,) una successié de funcions
de M™T (X, X) monotonament creixent cap a f p-g.a.. Aleshores,

/fd,uzlim/fnd,u.

Corollari 3.33. Sigui (X, X, u) un espai de mesura i sigui (f,,) una successié de funcions

de M* (X, X) . Aleshores,
n=1 n=1

Definicié 3.34. Sigui (X, X, ) un espai de mesura. Anomenem conjunt de funcions
integrables o sumables a

L(X,X,u):{feM(X,X)]/f*due]Ri,/fdpeR}.
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Definicié 3.35. Sigui (X, &', ) un espai de mesura i sigui f € L (X, X, ). Anomenem

integral d’f respecte de p a
/fdu=i/f+mw—/f’dw

Sigui F € X. Anomenem integral d’f sobre F respecte de p a

[ fdu=[f Tsan

Comentari: a partir d’aqui, serem menys rigorosos amb la notacié i no especificarem cada
vegada l’espai de mesura.

Teorema 3.36. Sigui f una funcié mesurable. Aleshores,

feL < |f|€L.

/1< i

Corollari 3.37. Siguin f una funci6 mesurable i g una funcié integrable tals que|f| <|g|.
Aleshores, f és integrable i
Jis1< [l

Teorema 3.38. Siguin f,g € L i siguin ¢, € R. Aleshores, cf + g € L i

/(cf+c’g):c/f+c’/g.

Teorema 3.39. Teorema de la convergencia dominada.
Sigui (f,,) una successi6 de funcions mesurables que convergeix u-g.a. a f tal que existeix
una funcié integrable g amb |f,| < g, Vn € N. Aleshores, f és integrable i

/f:hm/h.

Teorema 3.40. Sigui f una funci6 integrable Riemann a [a,b]. Aleshores f - I,y €
L(R,B,)\) i

En aquest cas,

[ 7 Tegar=[ s

Definicié 3.41. Siguin f,g € L. Diem que f i g sén p-equivalents si f = g p-g.a.
Escrivim f & g.

Lema 3.42. £ és una relacié d’equivaléncia.
Definicié 3.43. Sigui (X, X, 1) un espai de mesura. Anomenem espai de Lebesgue L; a

Ly (X,?CM)ZL(X’X’“)/g,

és a dir, el conjunt de classes d’equivaléncia d’L respecte de ~. Sovint notarem simple-
ment Ly i f € L; en comptes de [f] € Ly. Definim la norma||-||; com

s Lo > R
7= 10 = [171dn.
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Teorema 3.44. (L1,||-||1) és un espai normat.

Definicié 3.45. Sigui (X, X, u) un espai de mesura i sigui p > 1. Anomenem espai de
Lebesgue L, a

gc&xﬁo:{fEWﬂXJhm:UPeLu;nmbwj

~J

és a dir, el conjunt de classes d’equivaléncia de les funcions f mesurables tals que |f[”
és integrable respecte de la relacié d’equivaléncia ~. Sovint notarem simplement L,i
f € L, en comptes de [f] € L,. Definim la norma |||, com

I, : L~ R
A= 0, = [ 197 dn.

Lema 3.46. Desigualtat de Young. Siguin a,b > 0 i siguin p,q > 1 tals que

1 1
N
p q
Aleshores,
a? b
ab < — + —.
p q

Lema 3.47. Desigualtat de Holder. Siguin f € L,, g € Ly, amb p,q > 1 tals que

1 1
R
p q

Aleshores, fg € Ly i
gl <NA1, Nl -

Proposicié 3.48. Desigualtat de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz. Siguin f,g € Ly. Ales-
hores, fg és integrable i

1 glly <If1l; - gl -
Lema 3.49. Desigualtat de Minkowski. Siguin f,g € L,. Aleshores, f +g € L, i

1+ gll, <A1, +llgll, -

Teorema 3.50. (Lp,H-Hp> és un espai normat.

Teorema 3.51. Teorema de completesa de L,,.
(Lp,||-||p> és un espai de Banach.
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