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Aquest document conté, resumides, les demostracions que s’han fet a classe. No hi ha tots
els resultats, només els que s’han provat.
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1 Nombres complexos

Proposicié 1.1. Tot complex z # 0 té n arrels n-éssimes diferents. Si z = r (cos « + i sin @),
27t 27t
{L/E:{{Z/F(COSOH_ W+isin7a+ 7T>|O§t<n}.
n n

Demostracio. Si w = s (cos S + isin ),
w" =" (cosnB+isinnf) =z < s=YzinB=a (mod 2m)
(]

Teorema 1.2. Si dues séries > z, 1 Y wy, s6n absolutament convergents, aleshores el seu pro-
ducte (de Cauchy) també ho ésival } p, = (3 2,) (> wy).

Demostracid. Siguin sy, t, i py les sumes parcials de z, w i p, i v, la de (3 |zn]) (Z|wn]).
o Abs. convergent: Fitem Y 1" olzi| < M, i >0 olwi| < My,.
n n n
Up < Z Z |Zr||ws| < Z|Zz’ Z|w1’ < M, My
i=0 r+s=i i=0 i=0

i per M de Weierstrass és abs. convergent.

e Valor:
2n
|5ntn - Nn| = Z Zrws| < Z |zr‘|ws| = Von — Unp
r,s<n r+s=n+1

r+s>n+1

vp conv. = v, Cauchy = |sut, — pn| — 0.

Teorema 1.3. Teorema de Cauchy-Hadamard.
Yo an(z — 2z0)™. Si|z — 20| < R convergeix absolutament i si|z — zg| > R divergeix.

Demostracié. Pel criteri de I'arrel, si r < R, limsup {/a,r® = rR™1 < 1. Analegsir > R. O

2 Funcions de variable complexa
Lema 2.1. Lema: p(z) té una arrel sii g(x) = ap(bx + ¢) en té, a,b € C*,c € C.
Demostracio. p(z) = 0 < q(55°) = 0. O

Teorema 2.2. Teorema Fonamental de I’Algebra (1).
Tot polinomi no constant de C[z] té alguna arrel.

Demostracio.
lim @] =la,| = lim |[f(z)] =00 = Ir t =
7 =lan = -4 2] > 7 =[f(2)] > |ao|
|z| =00 ’Z’ |z| =00

|£(2)| pren minim a zy € D(0,7) comp. Canviant z per z — 20, | f(0)| =|ag| és minim. Suposem
ap # 0, si no 0 ja és arrel. Canviant p per %p el minim és 1.

Sigui w = {/—ay,. Canviem p(z) per p(2) iserd p(z) =1 — 2" + 2"¢(z), amb g(0) = 0. Sigui
t €[0,1] C R tal que g(2) < 3. |f(t)] <1—t"+ 3t" < 1, perd el minim és 1, contradiccio.
Necessariament ag havia de ser 0. U



Proposicié 2.3. f(z) = > an(z — 20)" és unif. conv. sobre compactes a D = D(z, R),

R = p(f).

Demostracid. Sigui p,(2) = S p_gar(z — 20)*. K C D, r = max {|z — 20|, 2 € K} < R.

|f(Z) _pn(z)’ < Z!ak]rk <€

k>n

on el darrer pas emprem que Y. a,(z — 29)" convergeix (r < R). Per M de Weierstrass, f(z)
convergeix. O

Proposicié 2.4. f és continua a D.
Demostracio.
o Per conv. unif. sobre D(zg,7) comp., 3N t.q. |f(z) — pu(2)] < §Vn > NVz € D(zg,1).

o Sigui n > N fixat, p, és un polinomi, per tant és continu i 30 t.q. |z —w| < § =
|pn(z) —pn(w)’ < %

Per tot €, si ¢ = min {0,r —|w — 2|} i n el fixat adés, |z —w| < & = |f(z) — f(w)| <

|£(2) = pu(2)] +|pn(2) = pr(w)| +|f(w) —pn(w)| < §+ §+ 5 =¢ O

Proposicié 2.5. e*T% = e%e¥

5 oW (zw)" _ 1 kyn—k _ 28 wnk
Demostracio. e*7™ = anoT = ano Zkgn F(n—k)? w" = ano ZkSn K (n—k)! —

e®e™, on en I'iltim pas hem fet servir el producte de Cauchy (les séries sén abs. convergents). O

t

Proposicié 2.6. Formula d’Euler. e = cost + isint

t

Demostracio. Desenvolupem e” com a serie de potencies i la separem en termes parells i senars.

O

Teorema 2.7. Principi de prolongacié analitica (1).
Sigui 2 obert connex, S C 2 subconjunt amb un punt d’acumulacié. Aleshores,

(i) Si f: Q — C és analitica i f(z) = 0Vz € S, llavors f =0 a Q

(ii) SiU C Q obert i f: U — C analitica a U, llavors existeix com a molt una prolongacié
analitica f: Q — C tal que fly = f.

Demostracio. Sigui zg el punt d’acumulacié. Per continuitat, f(z9) = 0 (hi ha una successié a
S que hi tendeix). f(z) = an(z — 20)" a D(29, R) N Q, veurem que Vn, a, = 0.

Suposem el contrari, m = min {a, # 0}. f(2) = am(z — 20)"(1 + “2F (2 — 20) +---) =
am(z—20)"g(z). g és continua. g(zp) = 1 i per continuitat hi ha un entorn de zy on no és nulla,
i (z — 20)™ només s’anulla en zp, per tant zg és un punt aillat de S i arribem a contradicci6, f
és nulla a D(zp, R) N Q.

Sigui U l'interior del conjunt de punts de £ on f val 0. U és obert per definici6, U és tancat
perque si w € U' = w € U i U no és buit, per tant U = Q.

fii fo compleixen fi — fo = 0 a U, prenem S = U i per (i) tenim f; — fo a Q. O

3 Derivacié. Funcions holomorfes

Proposicié 3.1. Analitica = Holomorfa. Si f(2) = 32,50 an(z — 20)" a D(z20, R), aleshores és
holomorfa a tot D i f'(z) = 3,51 nan(z — 20)" 1.

Demostracio. Les dos series tenen el mateix radi de convergencia ({/n — 1) i sén abs. i unif.
convergents sobre compactes de D. Siguin p, i p}, les sumes parcials de f i f',ir, = f — pn.



o 3N; tal que|p;(20) — f'(z0)| < § per n > Ny

k

2 —z
0

akz 20

e JN; tal que |29 < r < R =

<yakyQzﬁ—1+wzﬁ-2poy+---+4z0ﬁ—1) <

rn(2)—rn(20)
z—20

klag|rF—1 = < g pern > No

z k—1
‘Zk>nak z— zo = Zk>nk|ak|r

e Vnienparticular per N = max {N1, No}, 35 >0 t.q. [z — 20| < I = W —p;(zo)‘
Per tant f(zzizoz f’(zo)‘ < ‘}71\](2:71;(1)\7(20) —p?v(zo)) + |ply (20) — %’Z“év(zo) <
35 = f'(20) és la derivada de f a 2. O

Teorema 3.2. Teorema de Cauchy-Riemann.
f: U — C és derivable (complexa) a zp € U sii f és dierenciable (real) a zo, %(zo) = %Z(zo) i

gz (20) = —g—;(zo). En aquest cas la derivada és f/(z0) = gi(zo) = —zgg(zg)

Demostracid. f'(z0) = }llin% M, fem tendir h — 0 per la recta real i la imaginaria
—

iigualem les parts real i imaginaria. A més }lg% Hf(ZOJrh)*f”(Zﬂ)fo(zo)hH amb D f(20) = (g _aﬁ )

on f'(z0) = a +if

[ JSi f és diferenciable i satisfa D f(zg) = (Z _ab>, I?L% Hf(20+h)7}|c|§lzlf)ff/(zo)h|| =0 amb
f'(z0) = a + ib. O
4 Integracié. Teorema de Cauchy
Proposicié 4.1. Desigualtat triangular. ‘f; o(t) dt‘ < fb|¢(t)| dt
Demostracio. Suposem # 0, si no és trivial. Si f o(t)dt = re’, r € R.

amh:q%/mmﬁ/m@%mmgbﬁwma
U

Lema 4.2. Dos punts d’un obert connex es poden unir a través d’un contorn poligonal (esgla-
onat) contingut dins l'obert.

Demostracié. Sigui U connex (< arc-connex a C), 7v: [a,b] — U corba entre 2z i z9, I =
{t tals que z; es pot unir amb ~(¢) amb un contorn poligonal (esglaonat) a U} C [a,b] i f =
sup I. Suposem que [ < b.

Per continuitat de v, v((8—6,8+6)) C D(v(B),€) C U. Per ser § suprem, Vo3t € (8 —7, 5].
Es pot unir y(¢) amb (8 + g) i z1 amb v(t), els dos amb contorns poligonals (esglaonats), per
tant 5 + %) € I, contradiccié. Per tant 5 =b. O

Proposicié 4.3. L’index d’un contorn tancat és enter.

e " AO L ee e
/WZZO_LV(t)Zodt_F(b)_F()

On F(t) és primitiva de la funcié que s’integra. Pel TFC real, F(t) = f(f e )( ) gs. F(a) =0,

per tant la integral val F'(b). Considerem ¢(t) = V(tF)(t) , derivant es veu que ¢'(t) = 0, ¢ és
constant i ¢(t) = p(a)vt = ') = 7((15))7'20 Fla) — ef(b) = 1 i per tant F(b) és miltiple

a)—zo
enter de 2mi. O

Demostracio.




Proposicié 4.4. Propietats de la integral de contorn.
(i) |, F(2)dz| < Mi(3) si| f(2)] < MYz € *

(ii) Si f, — f uniformement cobre comapctes, fv f(z)dz = lim f fn(z)dz. Analogament, si
$= fn, f7 s(z)dz = va fn(2)dz

Demostracio.

() ade] < [V F0)]|Y (0] dt < M [7](8)] dt

() | [, £az) = [, £2)] < [ fal2) = £ dz < 1510, peraué |fu(z) = £(2)] < 15, per
prou gran.
|

Teorema 4.5. Segon Teorema Fonamental del Calcul (Regla de Barrow).
f: U — C continua que té una primitiva F' a U. Per tot contorn -,

Demostracio. Sigui f =u+iv, F =U +1iV iy =z +iy. Considerem F o ~:

dU o)
dt

O(U o~)

1) = 20 (afa) (oot ey + 207

Jy

(@(t), ()Y (t)

= f, per Cauchy-Riemann u = %—g = %—Z iv= %‘; = %yU i obtenim:

dﬁgvkﬂZUWﬁ%wwhﬂw+v@@mewmg:mg@@»y@

i per la regla de Barrow a R la part real de la integral és U(x(b),y(b)) — U(z(a),y(a))
U(y(b)) — U(y(a)). Analogament per la part imaginaria. O

Corollari 4.6. Si f: U — C és holomorfa amb derivada f’ = 0, aleshores f és constant.
Demostracié. Siguin z,w € U i v contorn entre z i w, f(z) f fl(z)dz = f 0=0 O

Teorema 4.7. Primer Teorema Fonamental del Calcul.
Sigui f: U — C continua, U connex. Si la integral sobre tot contorn tancat és 0 i la integral
sobre un contorn qualsevol només depén dels punts inicial i final, f té una primitiva a U.

Demostracié. Fixat un zyp € U, definim F(z f f(2)dz on v és un contorn que va de zg a z.
Veurem F'(z) = f(z)
F(z 4 h) = F(2) = [, () dew, 7 = 72 sz segment. f(w) = < ) 4+ 1b(w) on lim (w) = 0.
F(z+h) — = [ f(z)dw+ [ P(w)dw = f(2)h + [ ¢(w)dw < f(2)h +Mh]h] on M,
és una fita de ¢( ) a .
’F(z—i—h})L—F(z) N f(z)‘ :’f(}zl)h s w(:) | < ]\/|[h||h| 0 quan h — 0. .

Lema 4.8. Determinacions continues de l’argument.
(i) No existeix cap determinacié continua de arg(z) = {o + 27k: k € Z} a C*.

(ii) Dues determinacions continues a un obert connex difereixen en una constant de la forma
2mn,n € 7.



Existeixen determinacions continues als semiplans > 0, x > 0, y > 01y < 0, i per tant
en tot disc D € C*

JArg _ —y i OArg
or — x24y? oy

Si Arg: U — R és una determinacié continua de arg, aleshores
x
£B2+y2 .

Tota determinaci6 continua de log(z) és holomorfa amb derivada %

Demostracié. (i) Suposem Arg: C* — R continua. Sigui ¢: R — C*, ¢(a) = €'®, continua

(i)
(iii)

(iv)
(v)

i 2m-periodica. ® = Argo¢: R — R és continua i ®(«a) € {a+ 27k, k € Z}. ¥(a) =
®(a) — a continua i pren valors a 277Z. Esta definida a tot R (connex) i per tant és
constant. ®(a) =a+C = P(a) = (a+ 27r) = 27 = 0 contradiccid.

Inmediat: Arg; — Arg, continua
Es defineixen amb determinacions Arcsin i Arccos, per exemple a x > 0 és Arg(z) =

Arcsin ( Y )

[z]

Arg(z,y) = Arcsin <\/$2y+7y2) + 27k, k € Z, derivem respecte a z 1 v.

Corollari de les anteriors

Teorema 4.9. Integral sobre corbes rectificables.
Si v és rectificable i f és continua, aleshores f,y f(2) dz existeix.

Demostracié. Veurem que si tenim dues particions amb diametre menor que §, aleshores la
diferencia entre les dues sumes de Riemann és menor que €. Es suficient amb veure-ho en el cas
que una és refinament de Daltra.

Sigui Py = {t;} i {tzk}

un refinament on i1 =to<ti1<---<1 §i = t;. La
1=0-n,k=0-+j; ’ ’ ’

diferéncia entre les dues sumes de Riemann és

n  Ji
SOFAEN () = y(tie1)) = DD fv(E ) (v (tig) — v(tij-1))

=1 =1 j=1
n o Ji

<D0 3| £ = (8 )| I (tig) = 1 (tag-)
i=1 j=i

f o~y és continua i per tant unif continua a [a,b] compacte

Vedd t.q. ‘t Y

<0=[ra) - 10| < 35 =

fOy(@&) = V(t;j))‘h(ti,j) —(tij-1)| < ﬁ Zi|7(ti,j) —(tij-1)] < e

i=1 j=i

)

i=1 j=i

O

Teorema 4.10. Teorema de Goursat.

Sif:

U — C holomorfa, aleshores per a tot triangle solid 7 C U es té [ f(z)dz, on T = 9T

Demostracié. Dividim el triangle 7(® = T en 4 triangles amb didmetre i perimetre la mei-

tat de loriginal. Sigui 7 el triangle dels quatre pel qual ’ f#) f(2) dz‘ és més gran, tenim



‘fT((’) f(2) dz‘ < 4“7’(1) f(2) dz‘ < 4”“7(”) f(2) dz‘. Sigui 20 = N, T que és un punt (és
una successio estrictament decreixent de compactes i el diametre tendeix a 0).

Per la definici6 d’holomorfa, es pot escriure f(z) = f(z0) + f(20)(z — 20) + ¥(2)(z —
), Hm 6(z) =0 = [ £(2)dz = fyo ¥()(2—20) dz, perane fp f(z0)+ F (20) (2 —20) =
0 perque la funcié te primitiva a tot C (és polinomica) i la corba és tancada.

Y(z) » 0 = Vedd t.q. |z — 2| < § = |phi(z)| < §. Amb n prou gran el didmetre del
triangle és menor que 8. Es té per 2 € T, |2 — 29| < d, < § i per tant [1)(z)| €, < § < € =>

f)(z—2) < €pdp, = ’fTW »(2)(z — 20) dz’ < endppn = ‘ITLZ)(Z)(Z — 29) dz’ < endppn <
€,.2"d, 2" py, = €pdopo — 0. O

Teorema 4.11. Teorema de Goursat amb singularitats.

Si f: U — C holomorfa excepte en un punt on és continua o esta fitada, aleshores per a tot
triangle solid 7 C U es té [ f(z)dz, on T = &7 . També val si hi ha un nombre finit de punts
d’aquesta mena.

Demostracié. Spdg suposem que el punt zp és un vertex del triangle (si esta a fora no afecta i
si esta a dins o a una aresta podem dividir el triangle de manera que el punt sigui un vertex).
Dividim 97 en 4 triangles i agafem el 7Y que té 2y com a vértex. La resta tenen

integral 0 per Goursat. Vn‘fT‘ = ’fT(n) ,isi M = sup,or|f(2)], < MUT™) =0 O

Teorema 4.12. Teorema de Cauchy en un convex.
Si f: U — C és holomorfa i U convex, aleshores fﬂ/ f =0 per tot v contorn tancat.

Demostracio. Per Goursat la integral és 0 sobre tot triangle. La prova del primer TFC es pot
fer igual només suposant que la integral val 0 per tot triangle. Pel primer TFC, f té primitiva
en U, i pel segon, la integral val 0 per tot ~. U

Observaci6 4.13. En particular, és cert si U és un disc

Proposicié 4.14. Integral sobre camins homotops. Si f: U — C és holomorfa, f% f= fw f
per tot parell de camins homotops.

Demostracié. Sigui ¢: [0,1] x [a,b] — U I’homotopia, que és unif. continua, per ser la imatge
del domini K un compacte. Sigui r = d(K,U¢) > 0,168 t.q.|s—§| < §Jr—1| < § =
|p(s,t) — p(s, )| < e

Siguin 0 = s9 < - < s, = l,a = tg < -+ < ty, = b amb |s; — s;—1|,[t; — ti—1| < 9,
i Qij = [si—1,tj—1] X [si,t5]. Qij C D(¢P(si,t;);7). Per Cauchy sobre un disc, faQijf =0
f%(l s oin) f— f%(o Do) f= Z'Z‘faQ f = 0, perque les interiors s’anullen i les
integrals sobre Vg (0,a)—-.—¢(1,a) I Ve(0,b)—-—a(1,) SO0 0 per ser els punts inicial i final constants
(es recomana fer-ne un dibuix).

71 €s la concatenaci6 dels v1 ; = ; ’[t f, perqué ambdds

f%s(o a)—--—¢(0,b) f
i analogament per fw f. Com s’ha vist adés, les dues coincideixen. O

cAmés [ f=]
V(05— 1)»4><0 )
camins estan continguts a D(¢(0, j);r) (Cauchy sobre dlsc) Per tant f

j17

Teorema 4.15. Teorema de Cauchy.
Si f: U — C és holomorfa i U simplement connex, aleshores f7 f =0 per tot v contorn tancat.

Demostracio. Pel teorema anterior, el contorn tancat és homotop al cami tancat trivial (o a un
triangle), la integral del qual és 0. U

Corollari 4.16. Ezisténcia de les determinacions. Sigui U C C* un obert simplement connex.

(i) Existeix una determinaci6 del logaritme a U holomorfa amb derivada % Dues determina-
cions difereixen en 2wik, k € Z.



(ii) Existeix una determinacié continua de Arg(z), i dues d’aquestes difereixen en 27k, k € Z.

n
(iii) Existeix una determinacié de larrel n-éssima {/z holomorfa amb derivada n—\/j, i dues
difereixen en una constant multiplicativa €2/ L ¢ 7.

(iv) Existeix una determinacié holomorfa de la poténcia w-éssima e#1°8(2) = 2% amb derivada
wz¥"1 i dues difereixen en 2™ L € Z.

Demostracio. O

5 Foérmula integral de Cauchy i aplicacions

Teorema 5.1. Formula integral de Cauchy en un disc.
Sigui f: U — C holomorfa a U, D = D(zp,r) C U, i C = dD. Aleshores, per tot z € D,

f) =g [ LE

_% CC—Z

d¢

Demostracio. Per Cauchy la integral sobre cada semicorona és

Oiesté 0= fo— [ + [+ [ + [, + [, = Jo—Jo Ve C
Definim F(¢) = w si(# 21 f'(2) az F éscontinua i
per tant fitada a D C U,|f(z)] <M a D.

/ £(O) ac = f(Q) & = Q) - f(z) , f(z) dc <
C

(-2 0. C—z 0. -z -z

1 . .
M/Ce d¢ + f(2) /CEC_ZdC—MQWE—i—me(z) — 27if(z)

g

Corollari 5.2. Teorema del valor mitja. Sigui f: U — C holomorfa, D(zp;7) C U. Aleshores

1 2 )
f(20) = f(z0 + 7"6“) de
2 0
Demostracié. Parametritzant ¢ = z + re® a la férmula de Cauchy en el disc. (]

Teorema 5.3. Formula integral de Cauchy.
Sigui f: U — C holomorfa amb U simplement connex, i 7y contorn tancat. Aleshores, per tot

z &,
f(z) = ! / UG d¢
- 2mily(2) Jop ( — 2

Demostracio. Semblant a la férmula en el disc, pero ara f7 % d¢ = f(2)2mil,(z). O

Teorema 5.4. Formula integral de Cauchy per les derivades. B
Sigui f: U — C holomorfa a U, aleshores és infinitament derivable en U. A més, si D =
D(zp,7) CU, i C = 09D, es té per tot z € D,

1) = g [ A

T 2mi



Demostracié. Per induccié sobre n. El cas base és la formula integral de Cauchy. Suposem cert
per n — 1. Sigui h prou petit perque z + h € D,

FOD (4 h) - FOD () (n— 1)) /f<c>< 1 ! >d<

h 2mi h \((—z=h" (C—2)"

IS
> [ e

On hem fet servir 'expressié (a™ —b") = (a —b)(a" ! +a""2b+---+b""1) per desenvolupar
la diferencia de dins del parentesi. Per demostrar el teorema només falta provar que per tot k

| £ G
W Je (€7 “RR(C — iRy /c (PR

La diferéncia entre les dues integrals és, usant de nou l'expressié per a* — bF,

Dt~ ((=2-1) P.(¢.h)
.16 ( —2 =W - n+1> L e

on P, és un polinomi que esta fitat per ¢ € C'i h fitat i el denominador esta fitat inferiorment
per h prou petit: si|h| < 4 = d(zz’c), esté|C—z—h| >|¢—z|—|h| >d—%. Si M iM sén
fites de | f(¢)| 1| P:(¢, h)|, la diferéncia entre les integrals és < %l((}’), que tendeix a zero

quan h — 0. O

Observacié 5.5. Tota funcié holomorfa és €, en particular és €

Corollari 5.6. Teorema de la funcié inversa. Si f és holomorfa a un entorn de 2y amb
1'(z0) # 0, aleshores existeixen entorns oberts U 3 29, V 3 f(20), tals que fly: U — V és
bijectiva i la inversa f~1: V — U també és holomorfa amb derivada (f~1)(f(2)) = f/(2)~!

Demostracié. f és €' per ser holomorfa. f(z9) # 0 == (Df)(z0) # 0, Df(20) és Iaplicaci6
lineal de multiplicar per f’(zy). Apliquem el TFI de Calcul Diferencial, existeixen U, V' com els
de Penunciat, f i f~! bijectives i €1 1 D(f~1)(f(z)) = Df(z)~!. L’aplicacié inversa és lineal i
correspon a la multiplicaicié per f’(z9)~!, que també correspon a la inversa f~' en f(z). Les
parcials satisfan Cauchy-Rieann, de manera que f~! és derivable amb eixa derivada. O

Corollari 5.7. Desigualtats de Cauchy. Si f({) < M, V(€ C(z, R), aleshores

‘f(n)(zo)) < ]T;,!IM

Demostracid. ’f( 20 ’ —’27” I sz(§n+1 dC‘ < ;L,'r Rf‘/ll((?) U

Teorema 5.8. Teorema de Liouville.
Tota funcié entera i fitada és constant.

Demostracié. Donat zp € C, apliquem la desigualtat de Cauchy a C(z9,R) VR: |f'(20)] <

% VR = |f'(20)| = 0. Aix0 és cert Vzq, per tant f és constant.

O

Observacié 5.9. Si f entera i |f(z)| < |P(z)| per|z| > M, f és un polinomi. Es prova
analogament a ’anterior.

Corollari 5.10. Teorema fonamental de 1’Algebra (2). Tot polinomi de C [z} no constant té
alguna arrel complexa.



Demostracid. Suposem que f no té arrels, aleshores g(z) = ﬁ és entera no constant. lim |f(2)]
z oo

=00 = VM3r t.q.|z| >r = |f(z)| > M = |g(z)| esta fitada per max{Mil,M%}, on

My és el minim de f(z) a D(0;7). |g| és fitada i entera, per tant constant, contradiccio. O

Teorema 5.11. Teorema de Morera.
Invers del teorema de Cauchy: Si f: U — C és continua i f7 f(z)dz = 0 per tot contorn tancat
~v a U, aleshores f és holomorfa.

Demostracié. Amb les hipotesis, pel TFC té una primitiva F' a U, i f = F’ és holomorfa. [

Teorema 5.12. Convergéncia uniforme i holomorfia.
Siguin (fn)n, fn: U — C holomorfes. Si (f,) — f uniformement sobre compactes de U, aleshores
f és holomorfa i (f]) — f’ uniformement sobre compactes de U.

Demostracio. f és continua per ser limit uniforme sobre compactes de f,, continues. Sigui
contorn tancat, fv f=1lim fv fn = 0 per Cauchy, i per Morera f és holomorfa.
Per la FI de Cauchy es té per tot z,

N R S B S A R
f(z)_Qﬂi/C(C—z)Q ! 27 C(C—z) = lim f,(2)

I ))2 — (Cf(g))z) uniformement, perque ‘ e (Cf_(i))g‘ = fn(ngf(c) < e [1].
dKUC
2

on emprem que ;=

Falta vore que la convergéncia és unif sobre compactes. Slguin K cU, R =
K1 ={z€U:d(z,K) < R} compacte. Per tot z es té D(z,R) C U. Aplicant una desigualtat
analoga a [1] a K7 per tot ¢ € C(z, R) C K; tenim que f; — f uniformement sobre compactes
dins U. O

Teorema 5.13. Holomorfa = Analitica.
Sigui f: U — C holomorfa i D(z9; R) C U. Aleshores existeix una serie de poténcies tal que

o0

Z (z—20)" VzeD

i el radi de convergencia de la serie és > R. A més,

I Y [ N

270 Jo(z0,m (¢ — 2)"71

an

Demostracié. Per la férmula de Cauchy f(z) 2m fC — O d¢.

I 1 B (z — 20)
(—z ((—=)(1-22) nZ::O (¢ — zo)"*!
on E_zo < 1,carz € D. Aixi f(z) = 2m Jo [C(Z%)fﬂ] d(. f és continua i C' compacte, per

O o)) < ()

n
i Z " <§> < 00, la série és unif convergent a C' i per tant podem intercanviar sumatori i

tant f és fitada sobre C per M. Sigui r =

integral:

B 00 L f(C) n+1 B n 00 B .
f(Z)_,;)(Zm/cC_ZO dC) (z — 20) —Zan(z 20)

n=0
U

Observacié 5.14. Com a corolari tenim una altra demostracié de f holomorfa = infinita-
ment derivable.
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Corollari 5.15. Formula integral de Cauchy per les derivades (demostracid alternativa).

Demostracid. Sigui D(z9, R) CU,C =090D,z€ D, r = ld(z C) Apliquem el teorema anterior

sobre D(z,r) C U: f( ) =3 ap(w—2)" amb a, = 5= [, ZT) Z dC (") ) per w € D(z,r),

f(C d<~ 0

i per Cauchy fC

Teorema 5.16. Pm’ncipi de prolongacio analitica (2).
f, g holomorfes a un obert connex €. Si f(z) = g(z) per z € S C Q tal que S té un punt
d’acumulacio a €, aleshores f = g a (.

Alternativament, f holomorfa a §2 connex i hi ha un subconjunt de 2 amb un punt d’acumu-
lacié a Q on f s’anula. Aleshores f =0 a tot €.

Demostracié. En demostrarem la segona forma. Sigui zg el punt d’acumulacié, f(z9) = 0
per continuitat. Vorem que f = 0 en un entorn de zp, suposem el contrari. A D(zp,r) es
té f(z) = Y an(z — 20)™. Sigui m el primer terme no nul (si sén tots nuls ja ho tindriem),
f(z) = (2 = 20)™(am + amy1(z — 20) + ) = (2 = 20)"g(2), g continua. g(z0) = am, g no
s’anula en un entorn de zp i (z — 2zp)™ només s’anula en zg, per tant zy és un zero aillat de f,
contradiccié. Per tant f = 0 en un entorn U de zj.

U és un obert. Tota successié de punts de U convergent té limit a U, perque conté tot punt
d’acumulacié del conjunt de zeros, per tant U és tancat. U és obert i tancat, i no és el buit
(z0 € U), per tant és el total U = Q. O

Observacié 5.17. Si f és holomorfa a U i U C Q obert connex, existeix com a maxim una f
holomorfa a Q tal que f|y = f

Proposicié 5.18. FExisténcia del logaritme i l’arrel. Si f: 0 — C holomorfa, 2 obert simple-
ment connex, f(z) #0 Vz € Q, aleshores existeixen funcions:

(1) Log f: © — C holomorfa tal que e"8/(2) = f(2) Vz e Q, que té derivada ]{c,((’?).

(2) f/": Q — C holomorfa tal que (fl/”(z))n = f(z) Vz€Q, que té derivada %()ZJ;/(Z)

Demostracio. ]{,((ZZ)) esta ben definida i és holomorfa a €2, per tant té una primitiva F', Unica

llevat de constant. Amb constant adeqiiada f(zg) = e¥ (20) en algun punt zy de Q. La funci6
f(2)eF() és holomorfa amb derivada f’(z)e= () + f(z)e*F(Z)%z()z) = 0, per tant és constant.
La constant és 1 perqué pren aquest valor a zy. Per tant ef(®) = f(2). Per (2), agafem
FUn(z) = er Log f(2). 0]

Teorema 5.19. Principi del modul mazim i minim.
Si f és holomorfa i no constant a un obert connex €2, el valor absolut | f| no té maxims locals a
Q. A més, si té minims locals sén els punts on f(z) = 0.

Demostracié. Sigui zp un maxim local i D = D(z; R) on |f(20)| >|f(2)| Vz € D. Provarem
que f(z) = f(z0) a D i per prolongaci6 analitica f constant a D.
Pel teorema del valor mitja i la desigualtat triangular Vr < R tenim

1 2m " 1 2
- ? - —
ol < 5 [ [rGoeret]ar< o= [ ol =11
Per tant les desigualtats son igualtats i ‘ f(zo + re”)’ =|f(20)|. La segona part es dedueix
aplicant la primera a |%| O

Teorema 5.20. Teorema de l'aplicacié oberta.
Si f és holomorfa no constant a un obert connex (2, aleshores f(U) és obert per tot U C Q
obert.
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Demostracio. Hem de veure que Vz € U existeix € tal que D(f(29);€) C f(U). Suposarem spdg

que f(z0) = 0. ]

U > zp obert, 3r t.q. D(z9,7) C U. f és no constant i holomorfa, pel T# de prolongaci6
analitica f no s’anula a cap punt # zy de U. Sigui € = $ min {‘f(z)| zeC > 0} ,C = C(z0;7).

Considerem per cada w € D(0;¢) la funcié fi,(z) := f(z) — w. Tenim per ( € C(zg,r),
|fw(Q)] > 1F(C)] —|w| > 2¢ — ¢, i per altra banda | f,(20)| =|w| < €. Per tant f, és continua en
un compacte, pren un calor minim a D(zg;7) i pel principi del modul minim eixe minim val 0.
Aixo vol dir que, per tot w, f(z) = w per a cert z € D(zp,7), és a dir, w pertany a la imatge
f(U). Per tant D(0;¢) C f(D(z0,7) C f(U). O

Lema 5.21. Siguin v: [a,b] - Cin: [¢,d] — C contorns, ®: v* x n* — C continua. Aleshores

[y(/ﬂ@(z’,()dC) dz:[]<L®(z,C)dz> d¢

/V</nc1>(z,g) d() dz /Cd (/abq>(z,g)n'(s) ds> V(1) dt
-/ d ( / b, Ol (s (1) ds) a- [ b ( / "o, O () dt) s
:---:/em <A¢(z,c)dz> dc

On hem aplicat el teorema de Fubini (Calcul Integral) a les components real i imaginaria de
la funcié ®, que sén continues. O

Demostracio.

Teorema 5.22. Derivacio sota el signe integral.
Sigui v: [a,b] — C contorn, ®: U x v* — C amb U obert tals que:

(1) @ és continua a U x v*

(2) z+— ®(z,() és holomorfa a U V( € v*

(3) %—f(z, ) és continua a U x v*
aleshores f(2) = [ ®(z,¢) d(¢ és holomorfa a Ui f'(z) = [, 92 (2,¢) d¢.
Demostracio. La propietat és local i es pot reduir la demostracié al cas que U és un disc. f
(que és continua) és holomorfa pel teorema de Morera. Sigui 1 un entorn tancat,

/TYf:A[/QD(z,()dCdzler:na/y/néCau:Chy/y0:0

Per la FI de Cauchy aplicada a f,

ff(w):;mL<AMdg> dzlegafy<2jri/c(;b(_zi))2dz> dg‘:[/?f(z,odc
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6 Funcions meromorfes i residus

Teorema 6.1. Teorema de Riemann d’evitacio de singularitats.
Tota funcié holomorfa i fitada a I’entorn d’una singularitat zg es pot estendre a zy de manera
holomorfa (la singularitat és evitable).

En donem dues demostracions:

Demostracié. Si f és holomorfa i fitada a D'(zp;7), per Goursat per tot triange T C D’ es
té fT f = 0, pel TFC f té una primitiva F' a D’ que estd definida a D. Aleshores definim
f(20) = F'(20) i obtenim una extensi6é holomorfa (F és holomorfa a zp: ho és on f continua i
és continua a zo, on també és holomorfa si ® = [ F i fem f(z9) = ®"(20)). O

Demostracié. Definim g(z) = (z — 20)2f(2) a z # 01 g(z) = 0. Es holomorfa a D'(z,7). A

4 i 9R)—g(z0) _ yi (2=20))f(2) S F A ’ :
zo també: le)rglo - = le)rglo P = 0 perque f és fitada. g és holomorfa i per tant
analitica a D(20,7), g(2) = 3 an(z — 20)" = (2 — 20)%2 3. anr2(z — 20)™ i aquesta segona série és
una extensié holomorfa de f a zg. O

Observaci6 6.2. El reciproc és trivialment cert.

Corollari 6.3. f holomorfa a U obert, zg € U. f(z9) = 0 sii f(z) = (z — 20)g(z) amb g(z)
holomorfa.

f)=f(z0) & , £ 2o
Demostracié. La implicaci6 inversa és certa per definici6. Definim g(z) = ¢  *7% ) .
f'(20) sl z = 2

g és holomorfa a U \ {2} i continua a 29 = ¢ fitada en un entorn de 2 L% Es pot definir

g perque sigui holomorfa a zg i satisfara g(z9) = f’(z0), doncs g és holomorfa = g continua
o f(&)—f(z0) _ s ;

= Zhﬁ\rrzlo = Zlgrzlo g(z) = g és holomorfa a U. O

Corollari 6.4. Ordre d’un zero. Si f és holomorfa a U, zy € U, f(z9) =01 f no és localment

zero a 2, aleshores existeix un tnic m € N tal que f(z) = (2 — 20)"¢(%) amb g(z) holomorfa a

20 1 g(z0) # 0.

Demostracié. Aplicant reiteradament el resultat anterior podem escriure f amb aquesta forma,
vegem que és tinica. Suposem que f(z) = (z — 20)"g(2) = (z — 20)"™ h(z) amb m > m/. Llavors
(z—20)™ ™ g(2) = h(2), i h(z0) # 0, per tant m = m/. A més g=ha U\ {z} i per continuitat

9(20) = h(zo). O
Teorema 6.5. Sigui f: U — C holomorfa, zg € U, f no localment constant a zo0. Sigui
wo = f(z0) i m: = ord, (f(z) —wp) > 1 (és a dir, s’anula a zy. Aleshores existeix un entorn

U 3 2z tal que:
(i) f(2) = wo+ h(z)™ amb h holomorfa a U, h(zy) = 0, h/(z9) # 0.
(ii) Tot punt w € f(U) \ {wo} té exavtament m antiimatges diferents per f.
(iii) wo té una unica antiimatge a U (que és zp).
Demostracio.

(i) f(z) —wo = (2 — z0)™g(z) amb g holomorfa i g(z9) # 0. Per continuitat de g, existeix
R tal que g no s’anula a D(zg, R), i aleshores existeix z — g(z)'/™ holomorfa en D (que
és simplement connex). Sigui h(z) = (2 — 29)g(2)"/™, holomorfa a D amb h(z) = 0.
R (z0) = g(20)Y/™ # 0 (comproveu-ho) i f(z0) = wo + f(20) — wo = wo + (z — 20)"g(2) =

wo + h(z)™.
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(iii) En aquest obert, h(z) = (z — 29)h(2)"/™ només s’anulla en z = zy en el disc, per ser
g9(z) # 0 en tots els punts del disc. Per tant f(z) # wg per tot z # zo de D(zp, R).

(ii) Pel teorema de la funcié inversa aplicat a h, existeixen entorns U C D(zp, R) de zp i
V de h(zp) = 0 tals que h: U — V és un difeomorfisme. Prenent D(0,r) C V podem
suposar que V és un disc i U = h=Y(V). Sigui w = f(2) € f(U) \ {wo}. h(z) #
0 = e2™k/mp(z) € D(0;r) per k = 0,...,m — 1 i sén tots diferents. Les seues
antiimatges per h, zj, sén diferents per la bijectivitat de h, i f(z) = wo + h(z,)™ =
wo + (eka/mh(z))m = wo + h(z)™ = f(z) = w, i per tant sén m antiimatges diferents
de w. Per veure que no n’hi ha més, sigui 2/ € U tal que f(2') = f(z). Aleshores

/ m .
wo + h(Z)™ =wo+ h(z2)" = (I;L((Zz))) =1 = h(Z) = e¥™k/mp(z)

O

Corollari 6.6. Si f és holomorfa i injectiva en un obert U, aleshores f'(z) # 0 Vz € U i
f: U — f(U) és un difeomorfisme.

Demostracid. Si f'(z0) = 0 per a cert zg € U, aleshores m = ord,, (f(z) — f(z0) > 2 i per (ii) f
no és injectiva, contradiccio. O

Proposicié 6.7. Ordre d’un pol. Una singularitat zg és un pol sii f es pot escriure a ’entorn

del punt, de manera tnica, com f(z) = (Zf(;))m amb m € N1, g(z) holomorfa i g(2q) # 0.

Demostracio. lim f(z) = lim [CINNS per ser g fitada a un entorn de zg

2—20 Z—20 (z—z0)™
. . . 3 T . _ 1 . . _
[[ = Sigui D’(z0; R) on f nos’anulai fi(z) = {77 holomorfa en aquest disc amb zh—>Hzlo fi(z) =
0. Pel teorema de Riemann d’evitacié, f; és fitada en un entorn de zp i la podem estendre holo-
morfament a D(zp; R) amb f1(z9) = 0, isera f1(z) = (2—20)"g1(2), g holomorfa amb g1 (zp) # 0.
Definim g(z) = (z — 20)" f(2) a z # 29, que satisfa la férmula, i ’estenem holomorfament a D

fent g(z0) = m. g és tnica, es demostra analogament a quan zg és un zero (6.4). O

Teorema 6.8. Teorema de Casorati- Weierstrass.
Una singularitat zg d’'una funcié holomorfa és essencial sii la imatge de tot entorn seu és densa
aC

Demostracio. | <= |Si és evitable la imatge d’un entorn prou petit és fitada i per tant no és
densa a C. Analogament, si és un pol la imatge d’un entorn prou petit és fitada inferiorment.

[[= JSigui D’'(z0; R) un entorn on la imatge no és densa a C, existeix w € C,r > 0 tal
que f(D'(z0; R)) N D(w,r) # &. Definim g(z) = ﬁ a D'(z0; R), que estd ben definida, és

holomorfa i esta fitada (f(z) —w| > r). Pel teorema de Riemann d’evitacié, podem definir
1

g(zp) de manera que g és holomorfa a D(zp; R). Jim flz) = Jim =2 4 w. Si g(z0) # 0 el
0 0

limit és un nombre complex i la singularitat és evitable, i si és 0 el limit és oo i és un pol, la

singularitat no és essencial. O

Proposicié 6.9. El conjunt M(2) de les funcions meromorfes en un obert connex 2 és un cos.
Demostracio. Sigui zp € Q1 f,g € M(Q).

e Suma: Si f és localment zero a zg, és zero a Qi f+g = g € M(Q). Sino, f(z) =

(z = 20)"d(2) 1 g(2) = (2 — 20)"¥(2), ¢,¢» # 0. Spdg, m > ni(f+g)(z) = (2 —
20)"(Y(2) + (2 — 20)" ™@(2)) = (2 — 20)"h(2). Si h =0, f+ g = 0 holomorfa. Si no,
h(z) = (z — 20)Px(2) = (f +g) = (z — 20)"Px(2) meromorfa.

o Producte: (fg)(z) = (2 — 20)™""¢(2)1(2), que és holomorfa si m +m > 0 i un pol si
m+n <0.
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o Inversa: (%)(z) = (z — 2p) ﬁ meromorfa.

(]
Corollari 6.10.
» ordy(f +g) = min {ord.(f), ordz(g)}
o ord,, (fg) = ord,, (f) + ords, (g)
o ords () = —ordsy(f)
Proposicié 6.11. Tota séria de Laurent f(z) = 37> _ a,(z—2)" és absolutament convergent

a la corona circular D(zg;7, R) on r = limsup ¥|a_,| i R~! = limsup {/a,| i és divergent a
I’exterior de la corona.

A més és uniformement convergent sobre compactes en aquesta corona i per tant defineix
una funcié holomorfa.

Demostracio. La part ordinaria és abs conv en|z — zp| < R i divergent en|z — zp| > R. La part
principal >7, -4 a_n(ﬁ)” és abs conv si |z_1ZO‘ < 1 i divergent si|z — zo| < r. Per tant cal que
R>|z—z| <.

Sigui K € D(zp;r, R) compacte, m = ming|z — 29| i M = maxy|z — 2o|. Aplicarem el criteri
M de Weierstrass. |an(z — 20)"| <l|an| M™ 1Y |a,| M™ convergent perqué M < R, i analogament
per m ila_y|. O

Lema 6.12. Sigui f(z) = Y./ an(z — 20)" a D(z0;7, R) i r < pR, C = C(20; p). Aleshores
fcf = 2mia_1

Demostracio.
= dz
/ f(z)dz:/ Z an(z — 20)" dz = Z [an/(z—zo)"dz] +a_1/ =0+ 2mi
¢ C n=—oc0 nez\{-1} c cZTA
Les integrals del sumatori valen 0 perque (z — zp)™ té primitiva sempre que n # —1. O

Lema 6.13. Teorema de Cauchy a una corona. Si f: U — C holomorfa, |

D(zo;r, R) C U, aleshores fCR f- fCr f=o. ‘
Demostracid. fCR * fCr = f% + fvz = 0+ 0 per Cauchy. 0 |

Proposicié 6.14. Formula integral de Cauchy a una corona. Sigui f: U — C holomorfa,

D(zo;r, R) C U. Aleshores Vz € D(zp;7, R),
PR B O GOV S (5

_2771'2 CRg—Z _2771'1 CTC_Z

d¢

Demostracio. O

Proposicié 6.15. Sigui f: U — C holomorfa, D(zg;r, R) C U. Aleshores existeix una tinica
descomposicié f = f1+ f» tal que f; és holomorfa a D(zp; R)UU i fo és holomorfa a D(z; )¢ UU
amb llm fa(2) =0

z (o.)

Demostracio. O

Teorema 6.16. Si f és holomorfa a una corona D(zp;r, R) aleshores ve donada per una tnica

serie de Laurent Vz € D(zo;r, R) de coeficients a, = o fc%dg per tot n € Z, on

C =C(zp,p) amb r < p < R.

2mi
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Demostracio. O

Corollari 6.17. Si zy és una singularitat d’una funci6é holomorfa en algun entorn perforar seu,
té un desenvolupament de Laurent en ’entorn i la singularitat és:

e Evitablesia_, =0 Vn>1.
e Polsia_, =0 Vn>m peralgun m > 1 tal que a_,, # 0.
o FEssencial si a_,, # 0 per infinits n > 1.

Demostracio. Si és evitable es pot expressar com a série només amb part principal, si és un pol

flz) = (Zf(zzo))m = f(z) = W ano an(z — zp)™ = an_m Apt+m (2 — 20)™, 1 altrament és

essencial. 0O

Lema 6.18. Si zg és un pol simple, Res(f, z9) = 1Lm (z — 20)f(2), i en general si és un pol de
z—20

multiplicitat m, Res(f, 20) = ——=5; lim d;‘mTill ((z—20)"f(2))

( _1)' Z—rZ20

9(2)

Demostracio. f(z) = 3,5 an(z — 20)" 1 per tant g(z) = 3,50 an—m(z — 20)" i el coeficient

a_1 s’obté amb n =m — 1, que és (mil), lim g(m_l)(z) U
zZ—20

Teorema 6.19. Teorema del residu. -
Sigui f: U\ S — C holomorfa i S C U un conjunt de singularitats aillades de f. Si D C U és
un disc tancat i C = 9D no passa per cap singularitat,

/ f(z)dz =2mi Z Res(f, zi)
¢ 2z E€DNS
Demostracio. O

Teorema 6.20. Principi de l’argument. -
Sigui f és meromorfa a un obert U i S = f~1({0,inf}) els seus zeros i pols. Si D C U és un
disc tancat i C'= dD no passa per cap zero ni pol,

L[ dz = Z ord,,(f) € Z

2mi Jo f(2) 2 €DNS

Demostracié. f'/f és holomorfa als punts que no sén zeros ni pols de f. Si f té un zero o un
pol a z;, f(z) = (z — z;))"g(z) amb m € Z\ {0} i g holomorfa a un entorn de z;, g(z;) # 0.

f'e) =mz=2) g2+ (=)0 (2) = HF = A I8 = A Tgan(s-a)" =
Res(T, zz-) = m, on hem emprat que ¢’/g és holomorfa en un entorn de z;. Pel teorema del

residu, Qm fc L (Z) dz = 271ri 2mi ZzieDﬂS Res(lev Zi) = ZzieDﬂS Ordzi(f)' U

Teorema 6.21. Teorema de Rouché.
Si f i g sén holomorfes a U, D C U disc de vora C i|f(z)| > |g(z)| Vz € C. Aleshores f i
f + g tenen el mateix nombre de zeros a D, comptant multiplicitats.

Demostracio. O

Observacié 6.22. El TFA és pot demostrar a partir del teorema de Rouché, agafant f(z) =
ag+ a1z +ap2"ig(z) = —ap— a1z — - —ap_12"°"
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