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Tema 1

Programacié lineal

1.1 Poliedres

Definicié 1.1.1. Un hiperpla és un subconjunt de R™ definit com
H={xeR"|ax =0},
on a € R" i s’anomena el vector normal de I'hiperpla, i b € R.

Definicié 1.1.2. Donat un hiperpla H = {x € R" | a’x = b}, es defineixen dos semies-
pais:

Ss ={xeR"|a'x > b}
Sc={xeR"|a'x <b}.

En referencia a la definici6 1.1.2, es diu informalment que el semiespai S és el conjunt
de punts que estan “per sobre” de I'hiperpla, i S<, dels que estan “per sota”.

Definicié 1.1.3. Un poliedre P és un subconjunt de R™ definit per una interseccié de
semiespais:
P={xeR"|ax<b Vie{l,...,m}},

onn,meN, a,...,a, € R"ib,...,b, €R.

Definicié 1.1.4. Un conjunt convex és un conjunt S € R" tal que Vz,y € S, VA € [0, 1],
Ar + (1 — A\x)y € S. Intuitivament, podem pensar en que totes les cordes que poguem
imaginar entre dos punts qualssevol del conjunt, pertanyen al conjunt.

Definicié 1.1.5. L’embolcall convex és un conjunt tal que:
k ' k
CH(z',.,a") =Sz eR" |z => Na", \ >0,> A\ =1;.
i=1 i=1

Definicié 1.1.6. Sigui el poliedre P. Un vector x € P és un punt extrem de P si no
existeix cap parell de vectors y,z € P ni cap A € [0, 1] tals que z = Ay + (1 — \)z.

Definici6 1.1.7. Direm que el poliedre P C R" conté una linia si existeix el vector x € P
i el vector no nul d € R” tals que x + A\d € P V.

Lema 1.1.8. P # & té un punt extrem <= P no conté cap linia.
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2 TEMA 1. PROGRAMACIO LINEAL

1.2 Problemes de programacié lineal

Definicié 1.2.1. Un problema de programacio lineal és un problema de tipus

. /
min{c’x},

on P és un poliedre. Denotarem el problema corresponent com (P).

Definicié 1.2.2. Si un problema de PL té un poliedre buit (P = &), direm que és
infactible.

Definicié 1.2.3. Sigui (P) un problema de PL. Si
VEeRdx e P:cx <k
direm que (P) és illimitat.

Definicié 1.2.4. Si un problema (P) no és ni infactible ni illimitat, direm que té solucié
optima, o alternativament que té optim.

Definici6é 1.2.5. Es denomina conjunt solucié a x* € X*, i esta format per solucions
optimes x.

Definici6 1.2.6.

I}{leigz =z (1)

(PL) = s.a.: (2)
Az >6<b (3)

[<x<u (4

On:

1) representa la funcié objectiu, allo que volem optimitzar.

3

(1)

(2) representa Subjecte a.

(3) representa les constriccions d’igualtat o desigualtat.
(4)

4) son les fites inferior (1) i/o superior (u).

1.3 Solucions basiques factibles

El fet que hi hagi solucions optimes que siguin punts extrems no és de gran ajuda com-
putacional per si sol. Per tenir una caracteritzacié computacionalment assequible cal el
concepte de solucié basica factible, que es defineix a continuacié.

Definicié 1.3.1. Donat un poliedre en forma estandard P, associat a un problema de
programacio lineal, una solucié basica és un vector x € P, del qual es pot fer la particio
x = x5 | x| tal que

i) BN C {1,...,n} sén conjunts complementaris d’indexos i |B| = m, on m és el
nombre de restriccions (el nombre de files de la matriu A). B s’anomena el conjunt
d’indexos de variables basiques o base, i N s’anomena el conjunt d’indexos de
variables no basiques.
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i) xg = |zpay TpE) xB(m):l Pxy = {x/\/(l) T TN(n-m)| =0, on B(i)
i V(i) denoten, respectivament, 1'i-ésim index de B i N.
iii) La matriu definida per

| | |
B= |Apyy Apyy + Asm)

és no singular. Aquesta matriu s’anomena matriu basica.

Aquesta definicié no és gaire intuitiva; a continuacié es presenta una versio alternativa
basada en el poliedre general.

Definicié 1.3.2. Donat un poliedre (general) P C R™ associat a un problema de progra-
macié lineal, direm que x € P és una solucié basica si és la interseccié de n hiperplans
(associats cadascun a una restriccié) linealment independents.

1.4 Direccions basiques factibles

d
Definicié 1.4.1. Una DBF sobre la SBF x € P, associada a g € N és d = Bl e Rrr

dy
tal que:

w |1 N(@)=q .
o dyp = yVie{l,...,n—m},
" {0 N@#q ST

e A(x+6d)=0bperalgun € R* = dg= —B'A,.

Proposicié 1.4.2. Calcul de 6*. Calculem 6* = max {0 > 0|y =x+60d € P.}:
1. A(x+6d) = b, V0 és cert.
2. y=x+6d>0:

XB(i)

xp@) + 0dps > 0 <= 92—d ;
B(3)

o+ . XB(i)
= min —_— .
{i€{1,....m}|dp <0} dB)

Proposicié 1.4.3. Sigui d una DBF sobre x, una SBF de P,
1. Si P, és no degenerat, d és factible:

a) dg 20 = 6* > 0.
b) dg > 0 = 0" no definida, V6 > 0,x + 0d € P., d és un raig extrem.
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2. Si P. degenerat (3 € B tal que xp(;) = 0) d pot no ser factible:

min {—XB(i)} =0 = P0>0t.q y=x+60d = d infactible.
B(i)

Proposicié 1.4.4. Siguin ¢ i B (p) les variables que entren i surten de la base, respecti-
vament,

B:={B(1),. ..,

wa]]
2
—
o
=
o
Il
——
oy
N
i

i la nova matriu basica és

B = |Ap),- - Apgp-1), Agy Appi1), > A
Definici6 1.4.5.
e d és una DBF de descens si V0 > 0,c' (x +0d) < ¢’x <= c/d <0.
« Sid és DBF sobre x (SBF), ¢’x+ 6*c'd = c'x + 0*r, i

o
— rg=c'd.

— Si P, no degenerat, llavors la DBF d associada a ¢ € N és de descens <
re < 0.

Teorema 1.4.6. Condicions d’optimalitat de SBF.
a) r >0 = x és SBF optima.

b) x SBF i no degenerada — r > 0.

1.5 Algorisme del simplex primal

Algorisme 1.5.1. Algorisme del simplex primal.
1. Inicialitzacié: Trobem una SBF (B, N, xz, 2).
2. Identificacié de la SBF optima i selecci6 VINB entrant:

o Calculem els costos reduits: ¥’ = ¢y — dgB~1A,.

o Sir’ >0, llavors és la SBF optima. STOP!
Altrament seleccionem una ¢ tal que r, < 0 (VNB entrant).
3. Calcul de DBF de descens:

. dg = —B_lAq
e Sidp > 0, DBF de descens illimitat = (PL) illimitat. STOP!

4. Calcul de 0* i B (p):
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o Calcul de 6*:

0" = min _ 2B .
i€{1,...m} | dp (<0 dB)

 Variable basica de sortida: B (p) tal que * = —=22

5. Actualitzacions i canvi de base:

e Xp:=Xpz+ 60*dg,
xq = 0",
zi=z+ 0%,

« B:=B\{B(p)}U{q}
N =N \{qtU{B(p)}.

6. Anar a 2.

Observacié 1.5.2. Fuse 1 del simplex. A la fase 1 del simplex resolem el problema:

m
min Z Vi
i=1

(P[) S.a.:
(1) Ax+1Iy=Db
(2) x,y>0

El resultat pot ésser:
e z; >0 = (P) infactible.
e 2} =0 = (P) factible. Dos casos:

— Bj no conté variables y = Bj és SBF de (P).

— B conté alguna variable y. Tenim que y; = 0 = Bj és SBF degenerada
de (Pr) i per tant podem obtenir una SBF de (P) a partir de Bj.

Proposicié 1.5.3. Regla de Bland. Usem la regla de Bland per assegurar la terminacio
del simplex en resoldre un problema degenerat.

1. Seleccionem com VNB d’entrada la VNB d’index menor (lexicograficament) que

compleix r, < 0.

2. Si al seleccionar la variable de sortida hi ha empat, seleccionem la VB amb index

menor.
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Tema 2

Dualitat

2.1 Definicié del problema dual

La idea intuitiva' darrere de I'anomenat “problema dual” és la segiient. Suposem que
(P) és el segiient problema lineal de minimitzacio:

min c¢'x
(P)qsa. Ax=Db
x>0

En comptes de considerar el problema com esta, trobant una solucié optima z* que satis-
faci estrictament les constriccions, podem pensar en una versié “relaxada” del problema,
on minimitzem sense constriccions la mateixa funcié objectiu, pero sumant-li un cert
terme que indica la “quantitat” amb la qual s’estan violant les constriccions.

Si, per cada [j-ésima] restriccid, introduim un parametre \; € R que indiqui el “preu
que implica violar la restricci6”, podem formular el mencionat problema “relaxat”,

_ [min ¢x+ N (b — Ax)
(P) { ,
sa. x>0

on A és el vector dels preus \; (per tant és del mateix ordre que b), i b— Ax es pot pensar
com un vector que conté la quantitat amb que s’esta violant cada constriccié. Anomenem
2 la funcié objectiu de (P) i Z(A\)—en funcié de A—la funcié objectiu de (P). Noteu que
si la constriccié es satisfa estrictament, és a dir, Ax = b, llavors b — Ax = 0, i per tant
z=Zz(M\).

Podem intuir que el valor de Z(\) sempre sera menor o igual que z, ja que el problema
(P) és una versié més “flexible” de (P)—el conjunt de solucions factibles és molt més
ampli—i per tant es podra aconseguir un minim més petit (o almenys igual) que a (P);
i, efectivament, per qualsevol z* soluci6 factible de (P),

)= I}gig{c'x +N(b—-Ax)} < x*+ V(b — Ax*) = 'x*.

jaque minA <a per qualsevol conjunt A i element a € A.

I’explicacié d’aquesta seccié és una parafrasi de Introduction to Linear Optimization, Bertsimas &
Tsitsiklis, capitol 4, seccid 1.
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Per tant, si trobem A tal que Z*(\) sigui maxim trobarem la fita inferior del valor
optim de la f.o. de (P) més ajustada (la més “propera”). Podem expressar aixo com el

problema de PL
max Z"()\)
(D)q 2 (2.1)
s.a. (cap constriccid)

és una versié “primitiva” del que anomenem problema dual de (P). De fet, l'interes
principal del dual és, com veurem més endavant al teorema fort de dualitat, que el valor
en I'optim de (D) coincideix amb el valor en I'optim de (P)—és a dir, que la “fita inferior
més ajustada” de 'optim de (P) coincideix exactament amb aquest.

Segons la definicié de 2*(\),

Z*(\) = min{c’x + X (b — Ax)} = N'b + min{c'x — N'Ax} =
x>0 x>0 (22)
=\b+ m>i{)1{(c’ — NA)x}.

Noteu que si
- NA<O,

tenint en compte que x > 0, llavors podem fer (¢’ — N A)x tant “negatiu” com vulguem,
i per tant no és un cas que ens interessi pel problema (D)—que és un problema de
maximitzacié de Z*(\). En canvi, si

c—NA>0,
llavors minyso{(c’ — NA)x} és 0. Per tant només hem de tenir en compte els casos en
que A < ¢’. Podem fer un raonament similar pels problemes on x < 0 0 on x és

lliure—vegeu la taula 2.1. En sintesi, continuant a partir de (2.2), el problema (D) que
hem enunciat a (2.1) es pot reduir al segtient:

max \b
(D) *
sa. VA</c

Ara continuem amb la definicié formal de problema dual.
Definicié 2.1.1. Donat un problema primal (P), el problema dual corresponent (denotat

per (D)) es defineix segons la taula 2.1.

Proposicié 2.1.2. Equivaléncia de duals. Donat un problema de PL qualsevol (P), sén
equivalents:

(i) El dual de (P)—que denotarem (D)
(ii) El dual de (P.)—que denotarem (D¢)
(iii) La forma estandard de (D)—que denotarem (D)

(iv) La forma estandard de (D°)—que denotarem (D¢)
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(P) (D)

min c¢'x max MNb

sa. a/x>b|sa. \>0
a/x<b A <0

a/x=Db \; lliure

sa. x; >0 sa. MNAj<c
X S 0 )\IA]‘ Z C

x; lliure NAj=c

Taula 2.1: Taula de transformacié d’un problema primal al seu dual.

2.2 Propietats del dual

Teorema 2.2.1. Teorema feble de dualitat.
Per tota soluci6 factible x d’un problema primal (P) i tota solucié factible A del dual (D)
associat

Ab < cx.

Demostracio. Sigui m x n lordre de la matriu de restriccions A al problema primal.
Definim, per cada i € {1,...,m} (per cada restriccié de (P)) i per cada j € {1,...,n}
(per cada variable de (P)), respectivament,

(' d:ef )\z (ai'x — bz)

v = (e — N Az

Primerament, veiem que u; i v; sempre son positius. Si a;’x—b; > 0, llavors la i-esima
restricci6 de (P) sera de la forma
ai/X Z bz )

i per tant la corresponent variable dual A\; complira A; > 0. D’altra banda, si a;’x; — b; <
0 la variable dual \; sera negativa. Finalment, si ajx — b; = 0, es té que u; = 0
independentment de \;. Per tant u; > 0 per tot . Es pot fer un raonament similar per
Uj.

Ara, observem que

U; = Z )\iai’:x — )\zbz = )\/AX - )\/b, (23)
i=1 i=1
v = ¢y — NAjzj=c'x — NAx. (2.4)
=1 =1

Si sumem (2.3) i (2.4) i tenim en compte que u; > 01 v; > 0 per tot i i j, obtenim

ui+d vi=cx=Ab>0 (2.5)
i=1 i=1
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i per tant

cx > )\b.

g

Corollari 2.2.2. Corollilaris del teorema feble de dualitat (2.2.1). Per qualsevol proble-
ma primal (P) i el seu dual (D):

i)
ii)

i)

(P) illllimitat = (D) infactible.
(D) illllimitat = (P) infactible.
Siguin x* € P i \* € D solucions factibles del primal i del dual respectivament.

Si Mb = ¢/x* llavors \* i x* sén solucions optimes pel problema dual i primal
respectivament.

Demostracio.

i)

ii)

iii)

Sigui x solucié factible de (P) i A solucié factible de (D). Per hipotesi (P) és
illllimitat i per tant
VkeRIxeP: cx<k.

Suposem que existis una solucié6 dual A factible. Llavors, pel teorema feble de
dualitat, Vx € P: AM'b < ¢’x. D’altra banda, per la proposicié anterior, tenim que
dx € P: M'b > ¢/x—prenent el valor \'b per k € R; contradiccié. Per tant (D) és
infactible.

Sigui A soluci6 factible de (D) i x solucié factible de (P). Per hipotesi (D) és
illllimitat i per tant
VkeR3INeD: Nb>k.

Suposem que existis una solucié primal x factible. Llavors, pel teorema feble de
dualitat, VA € D: X'b < ¢’x. D’altra banda, per la proposicié anterior, tenim que
I\ € D: X'b > ¢/x; contradiccié. Per tant (P) és infactible.

Pel teorema feble de dualitat, tenim que VA € D : X'b < ¢/x*, i per tant, aplicant
la hipotesi,
YAXED: \Nb< \'b;

ergo, A* és 'optim del dual (ja que és un problema de maximitzacid). D’altra banda,
novament pel teorema anterior, Vx € P : \*b < ¢/x, cosa que implica per hipotesi
que

Vx e D:cx* <cx

i per tant x* és un optim.

Teorema 2.2.3. Teorema fort de dualitat.
Sigui (P) un problema primal i (D) el seu dual. Llavors (D) té optim si i només si (P)
té optim. A més, si en tenen, el valor de la funcié objectiu en I’o0ptim coincideix.
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Demostracio. Considerem la forma estandard del problema primal (P),

min c¢'x

(P)q sa. Ax=b
x>0

on la matriu A és d’ordre m x n, i el dual corresponent (a P.):

max M\b
(D) { :

sa. VA<

Primer demostrarem que si (P.) té optim, (D¢) també. Si (P.) té optim, l'algorisme
del simplex primal aplicat a (P.) terminara amb una SBF optima x* de (P,), amb matriu
basica B, tal que el vector de costos reduits sigui no negatiu:

' =cy —cg B AN > 0.

Sigui A* el vector definit per \* = cg/B~'. Demostrarem que \* és solucié Optima de
(D*).
Primer hem de comprovar si és factible. Efectivament,

NA=cg B! {B[AN] = {CB’Id CBB_IAN} < [CB/ C/\[/} =c.

D’altra banda,
A\'b =csB b =cg'x*s =c'x*.
Aplicant el corollllari 2.2.2, deduim que A* és solucié optima de (D). Queda demos-
trat que si (P.) té solucié oOptima existeix una solucié optima de (D€) (i pel corollllari
mencionat produeixen el mateix valor de la f.o0.).
Finalment, podem afirmar que aquest resultat és valid per els problemes que no estan
en forma estandard, ja que el problema (P) i el seu estandard sén equivalents—sempre

es pot passar d’una solucié de I'un a una soluci6 de 'altre, i el valor de la f.o. en I’0Optim
és el mateix—, i el dual de I'estandard—(D¢)—és equivalent al dual de (P). d

Corollari 2.2.4. Corollari del teorema fort de dualitat (2.2.3). Si (P), és un problema
factible i amb matriu de restriccions A de rang complet, i té una SBF optima x* amb
matriu basica B, llavors (D) té solucié factible dOptima a X = ¢z’ B~

Noteu que, donada una SBF optima primal x* = B~'b, la implicacié “\*' = cg'B™! —
A* optima dual”; que hem trobat durant la demostracié del teorema 2.2.3, és unidirecci-
onal: no tota solucié optima dual és de la forma )N = cz’B~!, on B és la matriu basica
de la SBF optima primal.

D’altra banda, pero, donada una SB primal qualsevol x amb r > 0—és a dir, una
SBFD—, sent B la matriu basica de x, llavors el vector A definit per X' = cg’'B~! és una

solucio factible del problema dual, ja que
>0 < ¢ —cy/B1A>0 < ¢ - NA>0 < NA<(.

Utilitzarem aquest fet durant el desenvolupament del simplex dual per “aprofitar” 1’es-
tructura del simplex primal; a més, pel que hem vist al teorema 2.2.3, si en 'algorisme
del stmplex dual anem canviant de soluci6é dual X que sigui de la forma cg’B~!, llavors,
quan arribem a la solucié Optima \*, haurem trobat la SBF optima primal x* = B~1b.
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Teorema 2.2.5. Teorema de folga complementaria.
Siguin x, A solucions factibles de (P) i (D), respectivament. Llavors x i A sén solucions
optimes si i només si

u,;d:ef/\i<ai’x—bi> =0 VZE{L,m}

Demostracio. Demostrem primer que si u; = 0 Av; = 0 per tot 7 i tot j, llavors x i A sén
optimes. Com hem vist a la demostraci6 del teorema feble de dualitat—1'equacié (2.5)—,

ZUH‘Z%‘ =cx—-)\Db.
i—1 =1

Sabent que u; = 0 per tot 7 i v; = 0 per tot j, tenim que

dui+d v;=0=cx—Ab < cx=\b,

i=1 j=1

i pel corollllari 2.2.2 del teorema feble, x i A sén solucions optimes per al problema
respectiu.

Per demostrar la implicacié reciproca, només cal notar que, com hem demostrat a la
demostraci6 del corollllari 2.2.2, u; i v; sempre sén no negatius, i per tant I'inica manera
de que es compleixi

Zui + Z Uj =0
i=1 j=1

és que u; = 0 per tot ¢ i v; = 0 per tot j. Per tant només cal recérrer en sentit reciproc
totes les implicacions de la demostracié que acabem de fer. Il

Noteu que el teorema 2.2.5 s’anomena de “folga complementaria” perque les expres-
sions

(ai'x — b,) i (Cj — )\,Aj)

es poden interpretar com les “folgues” associades a les restriccions primals i duals
AxSb i NAZec,

respectivament; “complementaria” perque la “folga” d’un problema esta associada amb
una component del vector variable de I’altre problema—(a;'x — b;) amb A; i (¢; — N'A4;)
amb z;.

Definicié 2.2.6. Sigui (P) un problema de PL i sigui (P.) la seva forma estandard.
Llavors, direm que tota soluci6é basica x de (P), tal que r > 0 és una solucié basica
factible dual (SBFD).

Noteu que la definicié 2.2.6 deriva directament dels resultats que hem obtingut durant
la demostraci6 del teorema fort de dualitat (2.2.3): extrapolant I'argument que vam
utilitzar, per tota soluci6 basica x—d’una forma estandard (P,)—amb matriu basica B i
un vector de costos reduits no negatius, el vector X' & ¢5'B~! és una solucié factible del
problema dual corresponent.
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Observeu també que 'adjectiu “factible” en la definici6 de SBFD es refereix a una
solucié basica de (P.), que pot no ser factible per a aquest (és a dir, que x ¢ F,),
que es correspon, pero, a una solucié factible del problema dual (D°) corresponent:
A= (cg'B~') € D°. Potser ajuda pensar en “Soluci6 basica factible dual” en dos blocs:
“Soluci6 basica” i “factible dual”.

Per tltim, noteu que si una solucié basica x de (P,) és factible dual (per tant és
SBFD) i és alhora factible primal (x € P, & Ax = b), llavors és soluci6 optima de (),
ja que és una solucié factible amb r > 0.

2.3 Simplex dual

Per desenvolupar 'algorisme del simplex dual, partirem de ’estructura general del simplex
primal.

2.3.1 Forma estandard del problema dual

Per poder emprar solucions basiques, hem de poder definir una forma estandard del dual.
Partirem amb la segiient definicié provisional.

Definicié 2.3.1. Sigui (P.) un problema en forma estandard i sigui (D) el seu dual:

min c¢'x Vh
(P)!sa. Ax=b  ~ (D){" "
- sa. AA<c
X =z

Definirem la forma estandard del dual (diferent de la forma estandard habitual), i la
notarem amb (D¢) aixi:

min  — \'b
(D9 sa. AA+p=c
p=0

on p € R” és un vector de variables de folga. Si definim la matriu AP € M min)(R),
el vector de variables y € R™" i el vector de “costos” del dual g € R™"" com segueix,

ADd:ef[A’ Idn}, ye A g |22
p 0
podem reescriure (D¢) com segueix:
min Ng
(D)< sa. APy =c . (2.6)
p=0

Ara considerem una SBFD del problema (F,). Aquesta tindra associada una base
B de variables basiques, i com s’ha vist durant el desenvolupament del simplex primal,
podem fer una particiéo de parametres i variables segons si estan associades a un index
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de B o no—per exemple, partim la matriu A en [B|Ays]. Podem aplicar aquesta particid
al problema dual també. Donada una SBFD de (P.) amb base B, les constriccions del
problema dual en forma estandard (Dg) contingudes a APy = ¢ es particionen aix{,

ADy:{A’ Id}A: Bl @ 1Al
ol Ay | @ 1w |p
B || o A _ cp
— Aj\/‘ p ‘Idn_m :\3/ =c= a . (2.7)

on @ indica una submatriu nulllla, pg és un vector d’ordre m que conté totes les variables
de p associades a indexos de la base B, i pyr conté la resta (variables de p associades a
un index de N). Finalment, podem reescriure (2.7) com

B’ & A 1d,, C
/
AN’ Idnfm PN % N

Ara bé, si restringim els vectors A als que tenen la forma \ = cz’B~! per una certa
matriu basica (primal) B, llavors concloem el que s’enuncia a la proposici6 2.3.2.

2]

Proposicié 2.3.2. Donat un problema primal en forma estandard (P,) i el seu dual (D)
(segons la definicié 2.3.1), si considerem només els vectors duals de la forma \ = cg’' B~*
per una certa SBFD x de (P,) amb matriu basica B, llavors p = r, on r és el vector de
costos reduits associat a x, i per tant

min — b i
(Dg) 4 sa. AA+r=c , y= s
p=0 Iy

Demostracid. Sigui x una SBFD de (P) amb matriu basica B, i sigui ' = ¢5'B~!. Per
la definicié de SBFD, el vector de costos reduits r associat a x és no negatiu. A més,

)\/A = CB/BilA
i per tant
NA+r =cgB A+ (' —cgB'A)=¢;
és a dir, que les folgues p de la restricci6 NA + p’ = ¢’ coincideixen amb r. O

2.3.2 Solucié basica factible del poliedre dual

Ara, per poder utilitzar 'estructura del simplex primal en el desenvolupament del simplex
dual, hem de trobar una manera de treballar amb solucions basiques factibles del poliedre
D¢. Com veurem a la proposicié 2.3.4, les solucions duals definides a 2.3.3 sén SBF de
Dg.
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Definicié 2.3.3. Donat un problema primal en forma estandard (P,) i una SBFD x
d’aquest, amb matriu basica B i vector de costos reduits r, anomenarem “solucié dual
associada a la SBFD x” al vector y tal que

YD A .
y = , onygp = |—|, yap =1r3=0.
yYnD 'y

La tltima igualtat (rpz = 0) es satisfa, per definicié de r, per qualsevol SB de (P,).

Podem aplicar la mateixa particié al vector g,

g0 = |—/—| > gND = )
e 0

on ggo € R", i gyp € R™.

Proposicié 2.3.4. Donada una SBFD x del problema primal (P.), la solucié dual y
associada a x és una SBF del poliedre D¢.

Demostracio. Emprant la definicié 1.3.2 de solucié basica, una SB és tota solucio factible
amb un nombre de constriccions actives linealment independents igual al nombre de
variables (la dimensi6 del poliedre). En el cas del poliedre Dg, aquest nombre és m + n
(ja que y' = [N|r'] € R™t").

A partir de 'equaci6 (2.8), tenint en compte que rzg = 0, tenim que

B| o
Yyp =C.
Ay | 1|7V

def B/ @
Bp = p
A | 1dp

Les ultimes n—m files de Bp son L.i. entre si, ja que les darreres n—m columnes d’aquestes
formen la matriu Id,_,,. D’altra banda, la matriu B és no singular per definicid, i per
tant les m primeres files de Bp son li. entre si. Finalment, les m primeres files i les
n — m darreres sén Li. entre elles, ja que la submatriu formada per les primeres m files
i les darreres n — m columnes és nulllla, mentre que la matriu formada per les n — m
darreres files i les n — m darreres columnes és Id,,_,,.

Per tant, el nombre total de files Li. de Bp és m + (n —m) = n. Es a dir, que
el vector yyp esta subjecte a n restriccions actives 1.i. (ja que Bpyyo = c). D’altra
banda, rz = 0, cosa que afegeix m restriccions actives li. addicionals (un subconjunt
de les restriccions r > 0). Unint aquests dos fets, tenim que y esta subjecte a n + m
restriccions actives Li., i per tant y és una soluci6 basica (i factible per construccié) del
poliedre Df. 4

Analitzem la segiient matriu:

Noteu que ara, havent utilitzat la definicié alternativa de SB (1.3.2), hem de redefinir
a part els conceptes de matriu basica, variables basiques i no basiques pel problema dual.
Tot i aixi, les definicions que farem a continuacié (2.3.5 1 2.3.7) coincideixen idénticament
amb les definicions que haviem fet a 1.3.1, i impliquen les mateixes propietats.
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Definicié 2.3.5. Donada una solucié dual y associada a una SBFD x del problema
primal (P.) amb matriu basica B, definirem la “matriu basica de y” com

Definicié 2.3.6. Donada una solucié dual y associada a una SBFD x del problema
primal (P,.), definirem la “matriu no basica de y” com

|1d,,
Ao = || € Mpum(R).
%]

Definicié 2.3.7. Donada una solucié dual associada a una SBFD x del problema primal
(P.) amb base B, anomenarem “variables basiques de y” a les variables contingudes en
el vector

Ypp = [—|
Iy

i anomenarem “variables no basiques de y” a les variables contingudes en el vector

yYnD d:efI‘BiO.

També definirem B? C {1,...,m + n} (tal que |BP| = n) com el conjunt d’indexos
associats a una variable basica (de ygp) i 'anomenarem base dual, i definirem NP com
el complementari de BP en {1,...,m + n} (de manera que IN?| =m).

Proposicié 2.3.8. La matriu basica d’'una SBF dual és no singular.

Demostracio. Com hem vist a la demostracié de la proposicié 2.3.4, la matriu Bp, que
és d’ordre n x n, té n files l.i.; és conseqiiencia directa que Bp és no singular. U

2.3.3 Costos reduits, direccions basiques factibles i longitud de
pas maxima en el problema dual

Ara, per poder desenvolupar l'algorisme del simplex dual a partir del simplex primal,
encara ens falta determinar els costos reduits duals (que denotarem rP), les direccions
basiques factibles, i la longitud de passa maxima pel problema dual.

Proposicié 2.3.9. El vector de costos reduits (associats a VNB duals) per una solucié
dual associada a una SBFD x amb base B coincideix amb [0 | x5']" = [0’ | xz" | x5']".

Demostracio. Pel que sabem del simplex primal, el vector de costos reduits d'una SBF
x, amb base B i matriu basica B, d’un problema en forma estandard

min c¢'x

(P)q sa. Ax=Db
x>0

esta definit per
v 2 —cs/BA.
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Apliquem aquesta nocié directament al problema dual definit a (2.6):

r® = g’ — go'By'A” = [gpo’ | gyo'| — [~b | 0] By {BD | A}&D] =
= |gso’ | 0] — [gso1d, | — gso'Bp'ARn| = [0 | —gso'Bp' AR . (29)
Desenvolupem la darrera expressio:

- -1

B’ %) Id
. /B—IAD — _ _b/ 0 m =
gBp Dp AnD [ | } A ‘ Id, . P
By o | |Id, By
:[b/|0} ( ) :[b/|0} ( ) Id,, =
— A (B [ 1dym| | @ — AL (BYY

Per tant, unint (2.9) i (2.10), obtenim que
P = [0’ | XB/} = {O’ | xn" | XB/} .
Com pel problema primal, tenim que rgp = 0. O

De la proposicié 2.3.9 deduim, com era d’esperar a partir del teorema fort de dualitat,
que la condicié d’optimalitat pel problema dual (r® > 0) coincideix amb la factibilitat
primal (x > 0). D’altra banda, també veiem que l’algorisme del simplex primal selecci-
onara a cada iteracié, per tal de millorar el valor de la f.o., una variable no basica dual
YnD(p) = TB(p) tal que la variable primal g, sigui negativa: rffD(p) <0 x50 <0.

2.3.3.1 DBF duals

Ara, per acabar de fonamentar les bases del simplex dual, cal determinar les direccions
basiques factibles. Com abans, definim una DBF dP sobre una SBF dual y, associada a
una VNB dual d’index NP (p), de manera que

1 sii=p
dRp. = Vie{l,...,m}.
NEE) {0 sii#p { }

Com en el cas del problema primal, volem que la direccié dP conservi la factibilitat dual.
Llavors, emprant la formulacié (2.6) del dual, i sent # un escalar positiu,

do,
db,,

=0

AP(y +0dP) = ¢ = APd® = 0 < [Bp | AR

= BDdBDD + Af/pd'/[\)/’lj =0;

com abans, la definicié que acabem de fer de dPp implica que AY,dPp = AJ]\D[D(p).
Llavors tenim que

BDdBDD + A/]\)/'D(p) - O = dBDD = —BBIA/]\)/D(p) . (211)
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Recordant que AR, = [Id,, | @]', la p-ésima columna d’A%, és

©p

0

)

on e, denota el vector unitari que té un 1 a la posicié p i zeros a la resta d’entrades. Per
tant, seguint a partir de (2.11),

B—l/ @ _ B—l/
B — —py1 % = | B | ] U e C 0
0 A (B [ 1dym| [0] ~ [Ay (B

Denotant amb 3, el vector fila de la p-ésima fila de B~!, simplifiquem P’expressi6 anterior:

g = || = |V =

A (B™1)ep|  |AnlepBTY) | | ANDy

I e Y I o I N

Recordant la particié del vector

A
Yo = |—|
Iy

definim
dY = =8, A = (pAn)

2.3.3.2 Longitud de pas dual

Les variables A sén lliures. Per tant, a ’hora de calcular la longitud de pas maxima de
manera que es conservi la factibilitat dual, només caldra tenir en compte les variables
ry. Aquestes estan subjectes a la restriccié ry > 0. Per tant, la maxima longitud de pas

dual 07, vindra donada per
0, = min — 5.
b {je./\/'|de<0}{ dy }

2.3.4 Algorisme del simplex dual

L’esquema general de 1’algorisme del simplex dual (que esta resumit a 2.3.10) és el segiient.
Comencem amb una SBFD inicial x i la seva soluci6 dual associada y—si no en tenim
cap, com pel simplex primal, haurem de resoldre un problema de “fase 1"

A cada iteraci6, primer durem a terme el test d’optimalitat per determinar si la SBFD
actual és optima. Si ho és, hem acabat. En cas contrari, seleccionarem una VNB dual
entrant yxp(,) que tingui associat un cost reduit negatiu—=és a dir, tal que zpp) < 0. A
continuacio, calcularem la DBF dual corresponent. Si obtenim que dPN > 0, el problema
dual és illllimitat i per tant el primal és infactible (pel corollllari 2.2.2); terminarem
I’algorisme. En cas contrari, procedirem a calcular la longitud de passa maxima.

Per terminar la iteracié caldra fer totes les actualitzacions adients. Les variables duals
es poden actualitzar directament mitjancant la DBF dual que hem calculat. Quant a les
variables primals: tenint en compte que la variable yynp(, passara a ser una variable
basica a la iteraci6 segiient, la VB x(,) passara a ser VNB (en el context del problema
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primal), ja que el cost reduit de yyn(, sera 0 i per tant—pel que hem vist a la proposicié
2.3.9—el valor de zp(, passara a ser 0. Es a dir, que rp(p sortira de la base primal (i
per aixo 'anomenarem VB sortint). D’altra banda i de manera similar, la VNB primal
entrant vindra determinada pel calcul de 67, ja que la VB dual sortint sera 7, tal que

QB _ —TN(q)
D )
dmv(q)

i llavors, altre cop per la proposici 2.3.9, ) passara a ser VB primal (amb valor 67,).
Per tant, per actualitzar les variables primals, caldra calcular la DBF primal associada
a la VNB primal xxr(), i la longitud de passa maxima corresponent sera

9* —_ _‘/EB(P) .
dpp)

Per ultim, el valor de la funcié objectiu (primal, que és equivalent a la dual sense
forma estindard) variara segons A. Sigui A! el valor de X en Is iteraci6 actual, i sigui A2
el seu valor en la segiient iteracid; i siguin z; i 25 els valors de la f.o. en la iteracié actual
i seglient, respectivament. Tenim que

—zg = —b'A2 = b/ (A + 05dY) = —b'(\' - 058,)) = —b'A + 05(Bpb) =
=21+ 2p) = 22 =21 — Oprp(p -
Algorisme 2.3.10. Algorisme del simplex dual.

1. Inicialitzaci6: Trobem una SBFD i opcionalment la solucié dual associada

(B,N,xp,1,2[,\]).
2. Test d’optimalitat: Si xz > 0, hem trobat la solucié optima. STOP!

3. Seleccié6 de VB sortint: Seleccionem un index B(p) tal que xpp) < 0 (VB
sortint).

4. Calcul de DBF dual:
dP, = (BpAx) (Bp és la fila p-osima de B~
o dp), = (BpAn p p-esima de ).
* {d]AD = _ﬁp/}
SidP >0, (D) illllimitat = (P.) infactible. STOP!
5. Calcul de 0}, (i VNB primal entrant):

T
07, = min L%
b {jeN | dP <0} d?j

VNB primal entrant: xyq tal que 07, = — TN (g)

D
TN (q)

6. Calcul de DBF primal i 6*:
ds = =B~ Ax(q

9* — _xB(p)
dB(p)
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7. Actualitzacions i canvi de base:
(a) Actualitzacié variables duals
ry =Ty + GEdPN
) = 0p

2=z — 0wy

A=A+ 0pdY)]
(b) Actualitzacié variables primals

Xp ‘= Xg + 0*dg

Tn(g) = 0"

(c) Canvi de base

B:=B\{B(p)}U{N()}
N =N\ {N(@)}U{B(p)} .

8. Anar a 2.

Proposicié 2.3.11. Una SBFD optima és degenerada (35 € N tal que r; = 0) si i només
si (P), té optims alternatius.

Proposicié 2.3.12. Si (P), no té cap SBFD degenerada, el simplex dual terminara amb
un nombre finit d’iteracions. Altrament, podem usar la regla de Bland (1.5.3) per a que
convergeixi amb un nombre finit d’iteracions.



Tema 3

Programacio lineal entera

Observacié 3.0.1. La segiient taula explica les relacions possibles entre un (PLE) i la
seva relaxacio lineal (RL).

(PLE)\ (RL) | Soluci6é optima | Infactible [Himitat
Solucié optima Si No 1\81(1) ((iee/\/\//llr;iz((ﬂg)))
Infactible S1 S1 S1
[Himitat No No S1

3.1 Algorismes de programacio lineal entera

Observacié 3.1.1. Al curs de Programacié Matematica 2020-2021 no s’han impartit
altres algorismes a banda del Branch & Bound. Aleshores no figuren en aquest resum, si
en voleu saber més, consulteu els apunts complets de classe!

Definicié 3.1.2. Es defineix un problema de programaci6 lineal entera com

min cx

(PLE) s.t. Az =10
z >0
r, €7 1€l

Observacié 3.1.3. Notacié! Kp es refereix al conjunt factible del problema P.

3.1.1 Branch-and-Bound

L’algorisme de Branch-and-Bound (ramificaci6 i poda), es basa en la identificacié de la
solucié optima després d’ explorar un conjunt més o menys reduit de solucions entera del
problema (PLE).

Proposicié 3.1.4. Propietats importants.
i Kpp € Kgr.
i 2*rr, < 27pE.

21
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iii Si Z2*r1, € Kpg — 2%pr = 2¥RL.
Algorisme 3.1.5. Algorisme de ramificacio i poda.
1. Seleccié: Es selecciona un problema PE; € L (és a dir, un conjunt de solucions).
2. Relaxaci6: Es resol RL; € L : T*RL;; 2" PE; ¢ Z"RL;-
3. Eliminacié:
e Si RLJ illimitat, KRLj és buit, Z*PEj > 256 ‘r*RLj € KpEjI
— L+ L\ PE,.
— Si x*RLj € KPE]-:
+ Si Z*RLj <zFooat x*RLj AR Z*RLj-

+ Si 2" < 2, per algun PE;: L < L\ PE;, PE,; VPE, descendent de
PE;.

« Altrament: es resol z;, ¢ Z:

— Es defineix la separacié de PE; en dos subproblemes PE(k+1) , PE(k+2)
tal que:

+ Kpg;, = Kpe(kt1) U KpE(R12)-

T ZPE(k+1) = ZPE(k+2) = 2PE;-

+ Kpek+1) = Kpg, @ {2; < 7R, ]}
+ Kpgrs2) = Kpg, ® {2; > 2R, ]}

4. Condicions d’aturada:
e Siz" < +o00: TpR, ="
o Altrament si RL; illimitat — PE; illim o infactible.
e Altrament PE; infactible.

5. Anar a 1.
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Programacié no lineal sense
restriccions

Proposicié 4.0.1. Problema de minimitzacié convex <= f convexa i () convex.
Proposicié 4.0.2. Sigui Q C R™ amb un punt interior i sigui f € C? en Q.

f convexa a Q <= V?f(z) def positiva.
Teorema 4.0.3.

x min local a = min global.
Problema convex =—- . . 1 .
Si f estrictament convex, només hi ha un min global

Teorema 4.0.4. Condicions necessaries d’optimalitat.
Sigui f: R™ — R un problema d’optimitzacié no lineal mingegn f (x). Si 2* és un minim
local de f i f € €2 en un entorn de z*, llavors:

i) Vf(z*) =0. (Condicié de 1r ordre)
ii) V2f (z*) > 0. (Condici6 de 2n ordre)

Teorema 4.0.5. Condicions suficients d’optimalitat.
Si f € €2 en un entorn obert de z*, Vf (z*) = 0i V2f (z*) és definida positiva, llavors
x* és minim local estricte de f.

Teorema 4.0.6. Condicions d’optimalitat en problemes convezos.
Si f és convexa i diferenciable, llavors Vf (z*) = 0 <= z* és minim global de f.

Metode 4.0.7. Métode del Gradient.
oF = ok 4 okdk,  dF = —Vf (:L’k)
a* ha de complir les condicions d’Armijo-Wolfe.

Meétode 4.0.8. Meétode de Newton. .
2Pl = gk 4 okdk, dF = — <V2f (a:k)> Vf (mk)

a* ha de complir les condicions d’Armijo-Wolfe, normalment o = 1.

Proposicié 4.0.9. Condicions d’Armijo- Wolfe.

23
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i) Condici6 de descens suficient (AW-1):

g(a) <g(0)+acg (0), ¢ €(0,1).

f (xk —|—o¢dk) <f (xk) +ac VS (xk>tdk, c1 € (0,1).
ii) Condici6 de corbatura (AW-2):

g (a) > g (0),0<c; <cp <1

Vf (xk + adk)tdk > o Vf (xk) d*, 0 <c <cy <.

Teorema 4.0.10. Velocitat de convergéncia .
Equival a convergencia local.

Convergencia lineal

Vk suficientment gran.

Convergéncia superlineal

Convergéncia quadratica
||:Ek+1 _ x*H

IMeR: —-— ,
[ .

Vk suficientment gran.
Definicié 4.0.11. Angle entre la direccié de maxim descens i d*.

V()"
ZCHRE

cos ¢ =

Teorema 4.0.12. Teorema de Zoutendijk.
Sigui 2! = 2% + ad® tal que:

d* és de descens.

oF satisfa AW.

f afitada inferiorment.

f € C' en un obert A/ que conté el conjunt de nivell £ = {:1: Cf(x) < f(xo)} :

V f Lipschitz continua en N (3L > 0: |V f(x) — Vf(y)|| < Lljx — y||Vz,y € N).

Aleshores

ffocos2<¢k><||w<x'f>||>2 < i,

Observacié 4.0.13. Si d* garanteix ¢ < 7/2 aleshores cos¢, > § > 0 Vk i per tant
limy, o || Vf(2%)|| = 0. En definitiva, es tracta d’'un metode convergent a un punt estaci-
onari.



Tema 5

Programacié no lineal amb
restriccions

Donat el problema:

min [ (x)
PN b =

amb £ (2, ), 1) = f () + X'h (2) + g ().

Proposicié 5.0.1. Condicions necessaries. Sigui z* optim local. Si és punt regular,
llavors 9A* € R™ i p* € RP tals que:

i) h(e*) =0, g () <0
i) VoL (2", X\, u*) =V f(x*)+ Vh(z*) \* + Vg (z*) u* = 0.
i) p* > 01 (u*) g(z*) =0 (si g; (%) és inactiva, llavors w;=0).

(Vhi (z*)'d=0 ie{l,...,m}

iv) d'V2  L(x* N ) d > 0,¥d € M = ' ,
i3 (Vg (@) d=0 je€A(z")

Els punts i), ii) i iii) sén les condicions de 1r ordre del KKT i el punt iv) és la condicié
de 2n ordre.
Nota: A(z*) = {j e{l,....,p} |gj(2) = 0} és el conjunt d’index de desigualtats
actives a .

Proposicié 5.0.2. Condicions suficients. Sigui x*, és optim local si satisfa:
i) h(z*) =0, g(z*) <0.
i) VoL (x* X\, pu*) =V f(x*)+ Vh(z*) \* + Vg (z*) u* = 0.
i) p*> 01 (u*) g(2*) =0 (g; (¢*) <0 = pj =0).
(Vhi (*)'d=0 ie{l,...,m}

V) d'V2 L (2% N ) d > 0,d € M =
W) Ve £ 5 0) {(vmx*))tdo j € AN (| > 0)
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Els punts i), ii) i iii) sén les condicions de 1r ordre del KKT i el punt iv) és la condicié
de 2n ordre.
Nota: A(z*) = {j e{l,...,p} |gj(x)= 0} és el conjunt d’index de desigualtats
actives a .
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