Interpolaci6

Introduccié

El problema d’interpolacié correspon a un cas d’aproximacid
de funcions. Interpolar una funcié f en un conjunt de punts
(Tk,9k), k= 0,...,
tra funcié f* de manera que sobre aquests punts la nova funcio

n (amb xy # x;, k # i) és trobar una al-

prengui el mateix valor que la funcié original:
[ (@k

Def. Donats n + 1 punts (zg, fr), k = 0, ...,
k # i, anomenem interpolacié polinémica a la determinacié d’un

)=uyk, k=0,..n

n, amb xy # x; si

polinomi p(x) tq p(zx) = fx, k=0,...,n
Th. (Existéncia i unicitat). 3! polinomi p,(z) de grau < n tq
interpola; i.e., p,(z;) = fi, i =0,....,n

Def. L’anomenem el polinomi interpolador de f en xq, ..., Ty.
Obs. Denotarem f € €*(a,b) o bé f € €%([a,b]) si f € €*(1),
[a,b] C I, I interval obert.

Th. (Férmula de lerror). Siguin f € €"*!(a,b), 1 € (a,b)
Yk =0,...,n i p,(x) el polinomi interpolador. Llavors:
(n+1) (¢ (5
f(@) = pn(z) = W(CE — ) oo s (T — 2p),
&(x) € (xg, ...y T, x) == (min{xg, ..., zn, 2}, max{zg, ..., Tn, T}).

Métodes de calcul del polinomi interpolador

1. Métode de Lagrange:
Hi;ék (z =)

= kzzofkfk(x)v m

s’anomenen polinomis de Lagrange i tenen grau n. Es compleix

on U (z) =

Ui (zj) = Oy, de manera que p,(x;) = fj.

2. Métode de Newton (diferéncies dividides):

Def. Definim les diferéncies dividides per

floitn, o Tl = floi, o Tigy]
Ti| = Ji, LiyeeeyLjys =
flai) = fir Slais il e
per j=0,...n—1,i=0,..,n—j.
Prop. El polinomi
pu(x) = flzo] + Y flao, o zk](z — 20) - oo (2 — 2p)
k=1

interpola (xg, fx).

Obs. (Veure esquema de calcul).

Obs. Si afegim un punt més, podem aprofitar els calculs previs
(cosa que no es pot fer al métode de Lagrange).

Obs. El coeficient de 2™ és f[xo, ..., Zn].

Prop. Es satisfa Vo € Sy que f[zo,...,2k] = f[Zo(0), - To(k)]-
Cas particular: abscisses equiespaiades
Donat h, tenim z, = zg + kh, k=0, ....,n
Def. Definim 'operador diferéncia ordinaria A per

A%f(z) = f(z), Af(z) = flz+h)— f(z),

A f(z) = AQAF (@), k=2,...n
Obs. A2f(x) = A(Af(2)) = ... = f(z+2h) — 2 (w+ 1) + f ().
Prop. Es satisfa la relacio

f[wa--axk] = 7Akf( )

k!hk
Obs. Aixi, en el cas d’abscisses equiespaiades, el polinomi donat

pel métode de Newton es pot escriure

A% f(z
pn(z) = A%f (20) +Z k{hko (2 —x0) - oo - (2 — Tp_1)
Obs. (Veure esquema de calcul).
Interpolacié inversa
Donats (xg, f(zr)) = (zk, fr), & = 0,...,n, volem resoldre 1’e-

quacié f(z) = c¢. Per tal de tenir (una aproximacié de) el punt

soluci6é z, podem fer-ho de dues maneres:

1. Trobar el polinomi interpolador p,(z) i resoldre I'equacio

polinomica p,(z) = c.

2. Suposar que f és invertible i calcular z = g(c) amb g = f~1
mitjancant interpolacié inversa:
Prenem (y;,9:) = (fi,x:), ¢ = 0, ...,
linomi interpolador g¢,(z) que aproxima g.

Taprox = Qn(c)'

n, i calculem el po-

Aleshores,

Abscisses de Txebishev
Idea:
menys error). Reduim lestudi a l'interval [—1,1].
Obs. z =552y 4+ 2 ¢ [g,b] = ye [-1,1].

escollir abscisses adequades per interpolar millor (amb

Th. (I). La millor elecci6 dels punts yo, ..., ¥, a [—1, 1] de manera

que el

max |y —yol .- Y — Ynl

ye[—1,1]
sigui minim, vé donada per les arrels dels polinomis de Txebis-
hev de grau n + 1 i aquest maxim val 1/2™.
Def. Definim el polinomi de Txebishev de grau n com

T, (x) = cos[n arccos(x)]

Prop. Es compleix:

i. To(ﬂj) = 17 Tl(ﬂj‘) =xT. Tn+1(I) = 2.I‘Tn($)
ii. El coeficient de 2™ a T),(x) és 2" 1.

1] de la forma

- Tn_l(x).

iii. T,,(x), n > 1, té n zeros en [—1,

2k+1
xk:(zos< + -7T>, k=0,..,n—1.

n 2

iv. T,,(z) té n + 1 extrems en [—1,

k
Tk = COS <7r) , k=0,...,n.
n

on Ty (xy) = (—1)*.

Th. (II). Considerem tots els polinomis monics

1] de la forma

n+1
pn+1 Z a; T ; anJrl = 1)
i sigui m = max,e(_11) [pny1(z)|. Llavors, T, 11(x)/2" és un

polinomi monic de grau n + 1 que fa minim el valor de m. A

més, es té:

1 T,
min m= — — max L(x) .
Pr+1(T) n z€[—1,1] 2n

Obs. El teorema I equival al teorema II. Només cal prendre

Thy1(y
S ) - )
amb y, = cos ( 2k+1 7r) k=0,..,n
2t ) > 2 e

Obs. En resum, els yo, ..., y, adequats en [—1,1] son

o 2k+1
Y = COS At 1)

Els corresponents zg, ...,

b—a 2k + 1 .
5 o8 2(n+1)7r

71') , k=0,..,n, yre€[-1,1]

%, en [a,b] son

a+b

E=0,..
2 9 9

T =



Prop. (Formula de error). L’error quan interpolem f(z) per
pn(x) prenent les abscisses de Txebishev en [a, b] és (esta acotat

per)

(b—a)"! maxyep |f ()]
pon T (n+1)!

—pa(2)] <

x| f(2)

Interpolacié d’Hermite
Th. Donats (zk, fx) 1 (zk, f}), £ = 0,...,
Hypi1(z) tq coincideix amb f i Hj,, ,(x) coincideix amb f’

m, 3! polinomi

en aquests punts. S’anomena polinomi d’Hermite i s’expressa

H2m+1 Zfz(bz +Zfz/¢l($)
=0
amb
¢i(x) = [1 = 26i(zi) (z — 2:))6 (2)
Yi(@) = (z — )6 (2)

on ¢;(x) és el polinomi de Lagrange.

Prop. (Férmula de l'error). Suposem que f € €*™*+2(I) tq
zp €1, k=0,...,m. Llavors, Vx € I es té
FCm+2) (¢ (g
f(z) — Hopy1(z) = (2m+(2()|))(x —20)% (2= xm)?
on &(z) € (Tgy .oy T, T).
Obs. A la practica, calcularem el polinomi d’Hermite amb el
métode de les diferéncies dividides generalitzades. Es a dir, con-
siderant
flzi, 2] = lim fla;, 2] = lim M = f'(z;).
Obs.  (Veure esquema de calcul de f[xg,xo, 1,21, ..., T;])-

Prop. Es pot veure que

Homi1() = fo+ flzo, mo)(x — m0) + flzo, w0, 21](z — 20)*+
+ flxo, o, 1, 21](x — 130)2(93 —x1)+ ...
+ f[.l?o,ﬂ?o, vy Ty xm](x - xO)Q ‘ (Qf - .23»,,1_1)2(1‘ - x7rL)~

Fenomen de Runge

Si prenem una xarxa equiespaiada de punts, no és cert que com
més gran sigui el nombre de punts (i per tant major el grau del
polinomi), millor sigui 'aproximacié que tindrem de la funcio
amb el polinomi interpolador. La discrepancia que s’observa als

extrems de l'interval es coneix com fenomen de Runge.

Interpolaci6é de Splines
Def. Siguin z¢p < z1 < ...

Jos ..

Una funcio6 spline de grau p que interpola f en els nodes x; =

< x, un conjunt de punts ordenats i

, fn €ls corresponents valors d’una funci6 f.

0,...,n és una funcioé s(x) amb les segiients propietats:
a) s(xz;))=fi, i=0,.,n

b) A cada subinterval [z;,z;4+1], 7 =0,...,n — 1, s(z) és un poli-
nomi de grau p.

c) s(z) € €771 ([zo, xn)).

Obs. A la practica, els més utilitzats son els splines cibics na-
0) =s"(x,) =0.

< x, amb els corresponents valors

turals. Es a dir, aquells tq s (z
Prop. Donats zg < ...

f07 .

€? donat per s;(z) a cada interval [z;,;11], i = 0,...,n

., fn. d’una funcié f, podem construir un spline cibic s(x) €
—1, de

la manera segiient:

— ) Moy — M (x—x;)3
sifw) = Tl Min DM@ o mi gy,
2 h; 6
on h; = x;41 — x; 1 M; := s}/ (x;). Els B; vénen donats per
h;  M;h;
B; = f““lh_ fi (Mi+1—Mi)E’— ; L i=0,.,n—1

on els M; s’obtenen de la recurréncia

hiM; + 2(hi + hiy1) M1 + hiy1Mi2 = diga
amb d;y 1 =6 (f1+2,+];1'+1 - f1+}1l‘ fl) , 1=0,...,n—2
My = M, =0

Obs.

escriure’s matricialment com

(Veure esquema de calcul). La recurréncia pels M; pot

M,y dy
| o=
Mnfl dnfl
on
2(ho + 1) hi
hy 2(hy + h2)  hs
T= ha
hn72
hn72 2(hn72 - hnfl)

Interpolaci6 trigonométrica
[0,27] — R,
f(27), per un polinomi trigonométric f que interpoli

2 B .
r_:fl], j=0,..,n.

Volem aproximar una funcié 2w —periodica f :

f0) =

f en n 41 nodes equiespaiats: x; =
fxj) = flz;),

on prenem f com una combinaci6 lineal de sinus i cosinus.

7=0,..,n

Lema. Es satisfa que

n
Zeijh(k_m) =(n+1)0km-
j=0
Prop. Distingim casos:
a) Si n és parell: prenem

M
fla)==2 4 Z [ak cos(kx) + by sin(kx) ]

E cke

amb M = n/2 i incognites ag,ag,bg,cx, kK = 1,...,M, on

a .
70 =cp, A =Cp +C_k, by = Z(Ck — C_k).

b) Si n és senar: prenem

a M+1 M+1 )
flz) = ?O + Z [ak cos(kx) + by sin(kx)] = Z cpee
k=1 k=—(M+1)
amb M = (n — 1)/2 i incognites ag, ag, bk, ck, k = 1,..., M, on
ag

@ o= co, ap = ¢ +cp, bp = i(ck —cp), k= 1,.,M, i

am+1 = 2¢p+1, byr41 = 0 (hem imposat ¢_(a11) = car41).
En general: es té

1 n
Cé—n+1jz=:0f($

on p és 0 o 1 segons n sigui parell o senar, respectivament. Aixi,

(l()_ - 1 o .
?_Co_n—klz_of(xj)

e—ijhé’ = _(M+M)77M+ 1%

ap = n+lzf xj) cos(jhk)
by = n+lzf x;) sin(jhk)
amb k=1,..., M. En el cas de n senar, s’ha d’afegir
ap+1 = 20041 = —— Zf e WPMAD Ty =0,



Aproximaci6

Introduccié

Donat un conjunt I d’abscisses i unes funcions basiques
©o(), ..., on(x) 1i. sobre I i donada una funcié f(z) definida
a I, volem trobar

fu(x) = appo(z) + ... + anpn(x)

tq lerror e(x) = f(z) — fn(z) sigui minim.

Per mesurar l'error podem prendre diferents normes. La que
prendrem sera la ||-||, i parlarem d’aprozimacio per minims qua-
drats.

Obs. Recordem que, donada una xarxa {z; }i=o, .. ,m, diem que

®o(zo) ¢n(0)
©o(x)y ...y on(x) Li. <= Rang : =n+1
®o(wn) on(Tn)
Es a dir, que el rang és maxim.
Def. Si I = {zg,....,zm} és un conjunt discret, parlarem

d’aproximacio6 discreta. Prendrem

1/2

m
lelly. == [ D wilexl?
k=0

amb e = e(xy) 1 wy uns certs pesos (que prendrem igual a 1 si
no es diu el contrari).

Lema. Si {y;(x)};=0,... n son Li., llavors:

Zajgoj :O<:>aj:() V7
Jj=0 9

Def. Si I = [a,b], parlarem d’aproximaci6 continua. Prendrem

. 1/2
lellp i= ( / w<x>|e<x>2d:c>

amb w € €([a,b]) i w(z) >0al.

Obs. Recordem la definici6 i propietats del producte escalar:

b
(u,v) :/ w(z)a(z)b(z)dx

Llavors, ||u||§w = (u,u). A més, es satisfa que Yu,v, uq, us fun-

cions a I:

i (u,u) >0 i

i, (u,v) = (v, u).

(u,u) =0 <= u=0.

iii. {(ajuy + agus,v) = a1 (uy,v) + as{us,v) Vai,as € R.

Definicié del problema d’aproximacioé discreta i continua
Suposem donades g (), ..., on(x) 1i. a I.

Sigui F,, = {fn = aopo(x) + ... + anpn(z)lag, ...,an € R}. Do-
nada f sobre I, volem f} € F, tq:

£ = £illy = min 1 = £ull,

*

» amb

on denotem |||, = |||y, Es a dir, volem a,...,a
fa(@) = ageo(x) + ... + agon ().

Th. Donat I i {¢;(2)}izo,...n Li, 3f; = Y1 g aier(x) que
minimitza || f — fr|l, a Fn:

If = fallo = fnmeignl\f — fully

Obs. Recordem d’ALN que f;' ve caracteritzada per

<f_frt?§0z> =0 < Za;<(pja(pz> = <f7§01>,VZ <~ Aad" =0
=0

.....

Tnn

<¢j7”¢1¥)7 on d; = <¢j,¢j>~ S’obté

amb r;; = =L

Yo(x) = po()
V(@) = g;(x) — Iy {83 (a),
Obs. Si volguéssim una base ortonormal, prendriem

;= Vi :d’j, j=0,.n
Vi) d

Obs. Aixi doncs, procedirem aixi:

j=1..n

i. De les {¢;} calcularem les {1;} ortogonals.
ii. Calculem (1);, ;).
iii. Resolem el sistema d’equacions normals Aa* = b, ara diago-

cr =

S W)

nal:

iv. Aleshores, ff = cjvo(x) + ... + chon(z).
Prop. Si tg(z), ..., ¥n(x) son ortogonals,

fr(@) =) ()
j=0

és la funcié6 minim-quadratica. Llavors, I’error és

I = £ =LA =

Cas d’aproximacié polinomial: polinomis ortogonals
Obs.

grau j, i F,, = P, el conjunt de polinomis de grau < n, 'apro-

Donats ¢g(z), ..., pn(z) Li., on ¢;(x) és un polinomi de

ximacié minim-quadratica d’una funcié f(z) ve donada per
n
pr(@) = ajei(z) ta |If = phll, = Jmin [|f = pull,
J:O n n

on ag, ..., ay, és la tnica solucioé del sistema d’equacions normals

n

> pirei)al = (gi f),

=0

1=0,..,n

Tanmateix, aquest sistema d’equacions pot estar mal condicio-
nat. Per aquest motiu, voldrem trobar una familia de polinomis
ortogonals.

Obs.

continu.

Considerarem l'ortogonalitat tant en el cas discret com

Lema. Es satisfa:
1. (zu,v) = (u,xv) Yu,v € P,.

2. Donats )y, ..., ¢; de grau{y;(z)} = j, {¢;}, ortogonals (=
1.i.), tot polinomi p; de grau i s’escriu de manera tnica com:

pi(x) = cotho () + ... + cihi(x).

3. (Y,pi) =0 Vpi(z) tqi<j.
Prop. La solucié del pb d’aproximacié per minims-quadrats ve

donada per
n
(@) =Y (@)
j=0
on ¢ és la solucié del sistema d’equacions normals, ara diagonal:

J
* <"/)J7f>

Cjzi

<wj71/}j>’ 7=0,..,n



i on els polinomis ortogonals 1;(x) vénen donats per la recur-

réncia
)= —1(z) =0
T (¥-1(2) = 0) |
Vjr1(z) = aj(@ — B)v;(@) — vv-1(x), j=0.
amb
A, .
aj ===+, j=0
Wty (by.ady) :
ﬂj = W) d; j=0
_ (Yj,9;) _ aydy .
= ‘XJJI (- iﬂl’j 1) Oéj—id;—l7 =1
Obs. Tenim llibertat per triar el coeficient principal A;4; =

ajA; #0.

Obs. Si volem polinomis monics ortogonals (i.e., 4; =1, j > 0),
prendrem a; = 1, Vj > 0.

Obs.

normals ben condicionat.

Amb aquest procediment s’obté un sistema d’equacions

Prop. Tota familia de polinomis ortogonals satisfa la (RAPO);

i.e., en aplicar-li la recurréncia s’obté de nou la mateixa familia.

Polinomis de Legendre
Def. Els polinomis de Legendre vénen definits per

Py(z) =1
Po(@) = ghyie @2 = 1)), n=1
Obs.
1) P,(z) té grau n.
2) El coeficient de grau maxim de P,(z) és 2(2(2),;2
3) Pu(=x) = (=1)"Py(x).
Obs. Els polinomis de Legendre satisfan les segiients relacions

de recurréncia (per z € Rin > 1):

i) P(2) — 2P} (2) = nPy_1 (a)

i) 2P4(2) — Py, (¢) = nPa(a).

iii) Pl () — Phy(2) = (20 + 1) Pa(2).

iv) (22 = 1)P!(z) = nwP,(x) — nP,_1(z).

Prop. La familia {P,(z)},>0 és ortogonal a [—1, 1] respecte de
la funci6 pes w(z) = 1:

2
(P, P;) / Po(2)Pj(a)de = 5=
Prop. Utilitzant (RAPO), obtenim la recurréncia (z € [—1,1])
Po(.%‘) = 1 Pl( ) =
Pji(z) = 25 aP(x ) “LPa(x), j>1

Obs. Si I = [a,b],
s’obtenen dels polinomis de Legendre a [—1, 1] a través del canvi

bia <xa;b)
[~1,1].

Prop. Els polinomis de Legendre per x € [a,b] vénen donats

w(z) = 1, els polinomis de Legendre v;(z)

de variable:

h—
x:a+72a(t+1) = t=
onz € [a,b], te

per la recurréncia

vol@) =1, ta(@) = 2 (v - %52,

Gyia(e) = 252 (2= 42 vi(0) - sty (a), G2 1

Obs. Alguns exemples de polinomis ortogonals son:
i. Polinomis de Txebishev: amb funci6 pes w(z) =1/v/1— 22 a

[—1,1]. Le., el producte escalar és

h>:/_1\/1752)d$

ii. Polinomis d’Hermite: amb funci6 pes w(z) = e

(—00,+00). Le., el producte escalar és

+oo )
(9, 1) =/ g(x)h(z)e ™ dx

—00

Satisfan la recurréncia
Hji1(z) =22H;(z) — 2jH;-1(z),

iii. Polinomis generalitzats de Laguerre: LY (z) amb funcié pes

720

xT

w(z) = 2% " a (0,00). Le., el producte escalar és

(g, h) = /000 g(x)h(x)x“e " dx

Els coeficients per a la relacié de recurréncia sén

1 jt+a
- =2 +a+1, =
Aproximacié trigonométrica
Suposem que la funcié que volem aproximar expressa un fenomen
27m-periodic. En aquest cas, prendrem com a funcions basiques
independents:

1 .
Yo(z) = 3 on—1(x) = cos(nx), tan(x) = sin(nz),

n>1

Prop. Les funcions {;};>0 son ortogonals tant en el cas con-
tinu com el discret. Es té:

i. Cas continu:

0 sij#l jl>0
sij=£=0

27

(Vj,v0) = Yi(x)e(x)de =

[SIE

T osij=€>0

2n g k=0,..

ks 2n < m.

ii. Cas discret: prenem xj, = ,m,

m 0 sij#4¢, j,0=0,..2n
(o 000) =D Wi (@r)e(wy) = § ™ sij=0=0
h=0 mil g j=f=1,..2n

Def. Sigui

- %‘FZ (a; cos(jz) + b;sin(jz))  Vao,a;,b; € R}
Jj=1

El problema d’aproximacié trigonométrica per minims quadrats

consisteix en:
i. Al cas continu: donada f : [0,27] — R continua, f(0) =

f(2m), volem t¥ € F, tq:
15 =l = i (11 = tall,

ii. Al cas discret:
I, = {‘rk = khv
tq:

donats m > 2n i f : I, — R, on

amb h = mQj;l, k=0,...,m}, volem t* € F,

£ =ty = min IS = tall,

n

Com que les funcions basiques s6n ortogonals, el sistema d’equa-
cions normals sera diagonal i per tant la soluci6 t;, ve donada
per
% n
ty = %0 + Z (a;f cos(jx) + b sin(jx))
j=1

* ok Lk o2 .
on ag, aj,b; vénen donades per:

Cas continu Cas discret
ap = Lol L 27 f(a)de 2o flak)
0} = ool | L5 fw) cos(j)de | 225 SR, f () cos(ja)
b = et | = o @sinGo)de | 2 Ei, f@w)sin()



Obs.

1) Si prenem f : R — R 2m-periodica continua, podem subs-
tituir qualsevol interval de la forma [a,a + 27| per [0, 27] sense
alterar ’aproximacio.

2) Calculem l’error:

12 2 m+1 a - 2 | 2y
If = tolls =1 F12-ltls = ka 0 +Z + 0]
j=1

3) Podem expressar t,(z) per la representacié de Fourier com-

plexa:

n
f?O-i-Z a; cos(jx) + b; smjx ch

j=1 j=-n
on ¢y = ap/2,¢; = (a; —1bj)/2,c_; = ¢ = (a; + ib; )/2 j=
1,..,n. O a linrevés: ag = 2cp,a; = 2R(c;),b; = —2F(cy).

Anomenats coeficients de Fourier reals, o complexos.
4) Canvi d’escala: en el cas d’una funcié T-periodica f(t), po-

dem reduir-ho al cas 2m-periodic definint la transformacio

27
r=—t

€10,T] «— = € [0, 27], 7

Llavors, amb f(t) = f (QTﬂx) = f(2):

0 . 2m . 27
z2+z<ajcos< >+bjs1n(]Tt)>

Jj=1

Derivacié numeérica
Donada f(z) (que suposarem prou diferenciable) i a € R, volem

f(a). Numericament farem dos passos:

1. Construim el polinomi interpolador p,,(z) en els punts

(1'07 f())a ey (xmv fm) amb xq, ..., prop d’a.

2. Fem laproximacio f'(a) ~ p!,(a).

Lema.

k=1,..,

Sigui F : I = [a,b] — R continua, & € I, a > 0,
n. Llavors, 3¢ € T = (&1,...,&,) tq:

Z apF(&) = F(§) Zak
k=1 k=1

Diferéncia finita endavant
Sim=1, 20 = a,21 = a+ h = p1(z) = flxo] + flro, z1](z —

o), P () =

flzo,x1]. Aleshores:

fla+h) = f(a)
h

on lerror comés es troba desenvolupant f(a + h) per Taylor i es
L& = o(h).
Diferéncia finita enrera

troba un error de

Sim=1,z9g=a—h, z; = a, tenim

fla) = fla—h)
h

f'(a) =

L&y O(h).

Diferéncia centrada finita

Sim=2290=a—h, 3 =a, z1 =a+h = pa(x) = flzo] +
+flwo, z1](x—x0)+ fwo, 21, w2| (x—20) (x—21), P5(a) = flxo, 21]-
Prenem:

amb un error de £

fla+h)—
2h

fla—h)

2
amb un error de - f"'(&) = O(h?).
Obs. Sisuposem que coneixem la f en n+ 1 nodes equiespaiats
Ty = X9 +Zh, i = 0,...7

prenent una de les formules prévies amb a = x;.

n, amb h > 0, podem calcular f’(x;)
La més usual
és la diferéncia centrada.

Obs. Aquesta diferéncia centrada no es pot prendre al extrems

o, Tn. En aquests nodes:

F'(ao) ;h[ 3f (o) +4f (1) —

F/(en) % 5 [3fGen)

que ténen error d’ordre O(h?).

f(932)]
—4f(xn-1) + f(wn-2)]

Obs. Atencié amb prendre h molt petits en la diferéncia finita
endavant, que hi ha pérdua de digits al fer la diferéncia en el
numerador.

Aproximacié de la derivada segona

Prenem m = 2, polinomi interpolador per g = a — h,z1 =
a,z2 = a+ h. Obtenim: pf(z) = 2f[xo, z1, x2]. Llavors:

,, a+h)—2f(a a—nh
o) KT D =200 a1

= O(h?).

amb un error de — 5 f(1)(¢)h?

Integracié numeérica

Def. Volem calcular integrals f; f(x)dx amb f continua.
< Ty < b, m+ 1 abscisses a [a, b] (ti-

Considerem el polinomi interpolador

Prenem a < xp < 21 < ...
picament equiespaiades).
pm(z) tq:

m(Tk) = fr, k=0,..

,m

i prenem

b b b m m
/ f(z)dz =~ / P (x)dx = / Z fily(z)dx = kaWk
@ @ ¢ k=0 k=0

= [ ()

d’integraci6 (son unics i no depenen de f), on

Anomenem els W )dz els pesos de la férmula

" T — T

o) =115 =
i—0 k %
ik

Obs. (Calcul dels Wy)
i. O bé integrant.
ii. O bé fem el canvi 2 = a + ht (llavors z; = a + ih,h = =2):

m t—i
/ek d:h/ Hhk hdt Ahgk_idt

iii. O bé, com que

(m+1)
f(@) = pm(z) = f(m+1()€‘)(x —x9)...(x — )
observem que si f(z) =1, x, 22, ...,x™, Verror és 0. Per tant:

/ab f(z)dx = /abpm(x)dx

Imposem que la formula pels pesos sigui exacta. Si f(z) =
1,z,22,..., 2™
b mo
/ dx = inWk, i=0,..,m
@ k=0
aixi obtenim un sistema lineal en les variables Wy, ..., W,,,. Com

que el determinant del sistema és de Van der Monde, el sistema
lineal tindra una tnica solucio Wy, ..., W,,,. Aquest és ’anomenat

métode dels coeficients indeterminats.




Foérmules d’integracié simples

Lema. Siguin F(z), G(z) continues i G(z) amb signe constant

a [a,b]. Llavors:
b
c)/ G(x)dx

b
/ F(z)G(x)dx =
1. Per m = 0, prenem zg = %2, po(z) = f (%), h="b-a.
Tenim la formula del rectangle:
a+b
~ar (50

/abf(x)d;v ~

amb féormula de Derror:

c € (a,b)

Prop.

h? "
= ﬂf (77)7 € (avb)'

2. Perm=1,h=b—a, rg = a, r1 = b. Tenim la férmula dels

trapezis:

[ @ 3 1@ + 0]

amb formula de Derror:

h3 11
E:—ﬁf (¢), ce€(a,b).

3. Per m = 2, apliquem el métode dels coeficients indetermi-
nats a [—1, 1] prenent les abscisses
W_1, Wy, W7 tq la formula

/.

sigui exacta per a polinomis de grau < 2 (i.e.: en 1,¢,t?). Obte-

—1,0,1 i busquem els pesos
gt)dt =~ W_19_1 + Wogo + Wig:

nim la formula:

1
1

/ g(t)dt = ~(g-1 + 490 + g1)

1

w

Per tal de tenir la corresponent formula en [a,b] i f(z), fem el

g # — = b‘%t + aTH’. Obtenim la féormula

canvl —a —

de Simpson:

/ab f(z)dz ~

GM>IHC+§+ﬂw

que també escriurem com

/:Jrh f(x)dx ~

—h

wl =

[f(c=h)+4f(c)+ flc+h)]

amb féormula de D'error:

_ P b
=-gof ), mne(ab)

Prop. (Férmula general de V'error en les formules d’integracio

interpolatoria)

By /f monmf/ §(@) = p(a))da

k=0

(m+1)
_ f (ET)($—ZE0) (1,

. (m1) ~ om)da

Si f(m“)(a:)‘ < Mp41 Vz € [a,b], llavors podem fitar:

m+1 / ‘

Def. Anomenem formules de Newton-Cotes a les formules d’in-

tegraci6 interpolatoria quan les abscisses son equiespaiades.
Obs. (Exemples)

|Em| < (z =z ’d:c

‘ Formula ‘ —F ‘ h
Trapezi B(f(z0) + f(21)] g—if'%c) b—a
Simpson Llf(mo) + 4f (1) + f(2)] B | 5
Regla 3/8 | 2h[f(zo) + 3f(z1) + 3f(z2) + fws)] | Sh°FP(c) | 252

Formules de Newton-Cotes compostes

A la vista de les formules que tenim i on observem que, si [a, b] és
gran, l'error també ho és, volem obtenir ara formules millorades.
Ho farem simplement subdividint [a,b] en intervals més petits
i aplicant una regla d’integracié a cada subinterval i sumant-

les. Aixi, obtenim les anomenades férmules de Newton-Cotes

compostes.

Prop.
1. (Formula dels trapezis composta) Subdividint [a,b] en N
N,h=282a

trossos, de manera que ara x; = a +th, i =0, ...,

[;, Zi11] tenim:

[ r@de = i) + sl =1

i

N}

Llavors
b N-1
F@)de~ S I =Ty (f) =
@ =0
= 2 [F(@) + 200+ 1)+ 2 (a+ 20) + o+ 270~ ) + (8]

amb féormula de Derror:

/f

2. (Formula de Simpson composta) Suposem ara N pa-

f'(c) = O(h?), c€(ab).

rell i apliquem la férmula de Simpson a cada “subinterval”

[xgi, T2i41, .Z’QH_Q], 1 =0,..., 5 = 1, obtenint:

/:MH f(z)dx ~

2i

[f(22i) +4f (x2i11) + f(22042)] =1 L;

w\b

Llavors:

/

N
2

—

(z)dx ~ I =Sn(f) =
i=0

[f(a)+4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h) +
A+ 2f(b—2h) +4f(b—h)+ f(b)

~

amb féormula de l'error:

b h4
—/a f(z)dx = m(b—

Formula d’Euler-McLaurin

a)f(4)(c) = 0O(h%), € (a,b).

Def. Definim els nombres de Bernouilli com els nombres B,, que

o0
T B, ,
et —1 Z n!
n=0

compleixen:

o també com

1 .
By=1, Bi=--, Bj=-— =22
=1 Bi=-1 B, z()mg i
Obs. Els primers valors son: By = 1, By = —1/2, By =
1/6, By =0, By = —1/30, Bs =0, Bg = 1/42, B; =0, Bg =
—1/30, Bg =0, B10=5/66...

Obs. Es pot provar que:



® Byry1=0, r>1

e By Bopio <0, VkE>1

Th. Si f € €%*2([a,b]), N € N, h = 22 llavors

b
TN(f)—/ F(@)dz = Aok + Rox(c), c € (a,b)

on

h

In(f) = 5lf(a) +2f(a+h) + ...+ 2f (b~ h) + ()]
1 g
Aoy, — 20 B2 (23—1) _ p(2i-1)
" Z G0 - 14 @)
32k+2 2k+2(p (2k+2)

Obs. Aquesta férmula ens permet afegir termes a la regla

dels trapezis composta per tal d’obtenir métodes més preci-
sos, prenent Io,, = Tn(f) — Aor (obtenint com a error Ry, =

O(h(2k+2))).

Integrals impropies

Caldra aplicar diferents técniques segons com sigui la funci6 i/o
interval d’integracio, per tal de transformar la integral i poder-la
calcular numéricament.

Obs. (Exemples)

(i) Eliminaci6 de les singularitats.

1. Canvi de variable:

| o,
- T — :t2 -9 t t
/0\/56 dx {z } /06 d

2. Integracid per parts:

1 1
e )
—edr={u=¢e",dv=—=dxy =22 | +/re*dx
/0 VT Ve 0

3. Desenvolupament per séries:
72
1+ + dx +

1 1
I:/ 3% dx :/
0.0001 0.0001
1 2
+ / z 3 e —1—z— x—' dzx
0.0001 2!

on la primera integral es pot calcular analiticament i la se-
gona numéricament, perd ara havent reduit els valors que

pren la funci6 a integrar.

(ii) Integral en un interval infinit.

1. Per calcular [~ +;° flz )da: calcularem [ If ?

larem ff)lof Ydx i f

f(x)dx i contro-

x)dz fent algunes acotacions.

2. Desenvolupament en série de poténcies negatives:

I= / (14 22)*3dx = / e8P + 2723z
0 0
o 4 14
= / = 8/3 (1 — x4y 4 ) dx
0 3 9

R [
:/ de—i—/ Sdx
0 R

on la primera és una integral finita d’una série S' i per a
la segona caldra una fita amb un R adequat. Aixi, amb R

adequada, tindrem una série alternada convergent

/Sdaz— 5/3< R +6R +>

Tallem a un cert terme i prenem la suma finita com a apro-
ximacio6 de la série. L’error serd menor que el primer terme

menyspreat.

Integracié gaussiana

Def. Considerem integrals del tipus f; f(@)w(x)dz, on w(zx) és
una funcié positiva a [a, b).

Prenem nodes x, ..., z,, diferents en [a,b] i sigui pp,(z) =

oo fule(z) el polinomi interpolador de Lagrange, on

Tr — I;

T — X4

M:IS

Llavors prenem 'aproximacio:

/ F@yw(a)de ~ / (@@ = 3 Wi

k=0
on Wy, := fab L (x)w(x)dx sém els pesos de la formula d’integracio

gaussiana.

Obs.

1. Observem que si w(z) =11 els nodes x; son equiespaiats,

recuperem les formules de Newton-Cotes.

2. Es clar que la formula és exacta si prenem f(z) un polinomi
de grau < m (f = pm).

Obs. (Objectiu)
Volem millorar el grau d’exactitud d’aquestes féormules escollint
de manera optima els nodes xq, ..., z,,. Concretament, amb m-+1
nodes adequats, tindrem formules d’integracié que seran exactes
per a funcions f(z) com polinomis de grau < 2m + 1.
Th. Sigui w(z) una funci6é continua positiva a [a,b]. Per a cada
m, anomenarem ¢,, (x) al polinomi ortogonal de grau m respecte
del producte escalar
b
1.9 = [ a@g(ou@)is (P)
a

Llavors, ¢, () té m zeros simples a [a, b].
Th. Sigui w(x) una funcié continua i positiva a [a,b]. Siguin
Xy -y Ty €ls m~+1 zeros simples de ;41 () polinomi ortogonal

respecte del producte escalar (P). Llavors la formula d’aproxi-

b
/ f(@)w(x)dr =~

amb W), = f; U (z)w
grau < 2m + 1.

macid
m

> Wik

k=0

(x)dx, és exacta per a tots els polinomis de

Def. Anomenem férmules gaussianes a les formules d’integracio

numérica descrites en aquest tultim teorema.

Th. L’error a les formules gaussianes és

/a  fla

b . m
m [, ((z))?w(x)dx, i on H(z) = [T o(x — xk).
Prop. (Calcul dels pesos de les formules gaussianes)

(FE)

2)dr =3 Wifi = eufC™H (o)
k=0

on ¢, ‘=

Alguns metodes de calcul son els segiients:
1) Els pesos es poden calcular a partir de

b
~ T —x;
Wi :/f o)w(zx)dx, on fi(x) = ' k=0,...m
o= | @) v =1 5=
i£k

2) O bé, considerant t,+1(z) el polinomi ortogonal de grau

m+ 1 amb xg, ..., z,, els corresponents zeros:

Vmy1(x) = Apg1(z — 20).. (T — )

i imposant ’exactitud per a les funcions

= m+1H SC*'T

i#k

wm+l
r — Tk

fe(x) =



polinomis de grau m (observant que: 1. fi(z;) = 0sid # k; 2.
Jr(xr) =¥y, 11 (2)). Obtenint aixi:
= 1

b
W =
S () /

3) O bé imposant exactitud per les funcions

A [ -

i#k

W) i(a)

r — T

x, k=0,..

,m

1/}m+1

g (x) = W =

polinomis de grau 2m (observant que: 1. gi(x;) = 0sii # k; 2.
gr(zk) = (1/);”_,_1(xk))2). Obtenint aixi:

i 1 ’ %1 ()
Wi = +
' (7/};n+1(55k))2 /a (x —xp)?

w(z)dr, k=0,..,m
4) O bé a partir de la formula de lerror (FE), escrivint
I(z) = wzﬁiﬁc) i observant que per a les funcions hi(z) =

%‘;g)wmw(ﬂ?) el primer terme de l’esquerra és nul per or-

togonalitat (i a més: 1. hp(x;) = 0 si i # k; 2. hp(x) =
Yrpi1(Tk)¥my2(2r)). Obtenint aixi:

<¢m+17 ¢m+1>

At Yrr (T1)Yma(zy)’

~ A
Wk — _ +2

k=0,..

,m

5) O bé, reescrivint aquesta darrera expressi6 fent servir la
(RAPO), obtenint aixi:

(m, Pm)
AnL T/J;n+1($k)1/fm(xk) 7

Wk _ Aerl

=0,....m

Obs.

/a ' flapu

amb ¢ € (a,b).

Obs. (Exemples de formules de quadratura gaussianes)

Per als dos darrers casos, la férmula de I’error és

semiae) 1
(2m+2)! A2

Jf)dl‘ - Z VNkak = <wm+1a¢m+1>
k=0

(i) Si la funcio és w(x) = 1 i l'interval [a,b] = [—1, 1], prenem el

polinomi ortogonal de Legendre de grau m + 1:

1 dm+1 9 m+1
U1 (t) = Prga(t) = 2m+1(m + 1)! dgm+1 {(t - 1) }
(2m+2)!

amb coeficient A,, 11 = . Llavors, obtenim

2m+1[(m+1)!]

= 2
Wk‘: =

(1—12) [Py (t0)]

2(1—12)
(m +2)2 [Prsa(ts)]”

k=0,...m

Aquesta formula es pot
by 4 B,

on tg, ...,y sOn els zeros de pp,41(¢).
estendre a qualsevol interval [a,b] amb el canvi x =

obtenint:

/ab f(z)dx =

b—a, |
9 'k 2

f(xr) + By (f)

amb
b+a - 2
Wy = - 5
(1 =) [Phop ()]
on tg,...tm € (—1,1) son els zeros del polinomi de Legendre

Ppia(t). Sila funcio és f € €2 2([a, b)), llavors la férmula de

Perror és

T =

(b—a)2m™+3 [(m+ 1)!]4

Epmi1(f) = SfEA(E), €€ (a,b)

2m+3  [(2m+2)!]
(ii) Si la funcié és w(z) = \/1£7 i interval [a,b] = [—1,1],

prenem el polinomi ortogonal de Txebishev de grau m + 1:

Vmi1(x) = Try1(x) = cos ((m + 1) arccos(z))
Propietats utils:

1. Am+1 == 2”".

2. Els zeros son xp = cos 8y = cos ((Q%'H)W), k=0,...,m.

(m+1)
3. (Ymt1, Vms1) =7/2 sim > 0.

4. ’L/Jerg(.T}k) = (—1)k+1 sin@k.
5. U, q(x) = \/%sin ((m+1) arccos(z)) i ¥, q(z) =
(m+1) (= 1)k
sin Oy
6. Recurréncia: ;41 () = 200, (x) — Ym—_1().
7. Recurréncia per les derivades: (1 — z?)¢! (z) =
—MPi () + Mprm—1(2) = My (z) — Mipm41(2).

Ara, prenent els zeros xg, ..., £, com a nodes, obtenim els pesos:

~ m

Wk:m7 Vk:(),,m
i la formula d’error ve donada per:
x " 2k + 1)
———dx = — En
/_1\/1—952”3 m+1zf< ( +1))>+ ()
on Ens(f) = [P, €e(-1,).

22m+1 (2, 4 2)!

(iii) Si la funcio és w(z) = e~ i Dinterval (—00,00), prenem el

polinomi ortogonal d’Hermite de grau m + 1:

2 g

dxm—i-l

"/}m+1($) = Herl(x) — (_1)m+lem

]
Propietats ttils:

1. (Y, ) = 2™mI/T0mn.-

2. Recurréncia: ¥, 41(2) = 22¢0m (x) — 2mihy,—1(z).

V() = 2mip 1 (z) =

3. Recurréncia per les derivades:

wam(z) - 'l/)m+1(93)~
Prenent els zeros xo, ...,

S a2 )T

., com a nodes, obtenim els pesos:

9m+2 (1 4 1)/

Wy, = o = 5> =0,..,m
[Vl 41(z6)] [Vm+2(Tr)]
i la férmula de quadratura de m + 1 punts esdevé:
0o 2 - mo (m —+ 1)'ﬁ (2m+2)
[me f(x)dl’*z i ( k)erf )

(iv) Si la funci6 és w(z) = e~ i linterval [0,00), prenem el

polinomi ortogonal de Laguerre de grau m + 1:

dm+1
VYm+1(2) = Liny1(z) = €*

[xm+le—m:|

dxm+1

Propietats ttils:

L. (Y, ¥n) = (M) 6mn.
2. Recurréncia: ¥, 11(z) = (142m— )y, () —m2,,_1 ().
3. Recurréncia per les derivades: =z, (x) = miy,(z) —

m2¢m—1(x) = m— 1)7/1m($) + d)m+1($)'

(z -

Prenent els zeros x, ..., x,, com a nodes, obtenim els pesos:

. 1)1)? nhH?
PN (L 1) Y (LR S
e [ ()] [Ymya(ar)]
i la férmula de quadratura de m + 1 punts esdevé:
> e 7 _ o (m + 1)‘)2 (2m+2)

k=0



Extrapolaci6
Obs.

consta de dues etapes:

En molts problemes, el calcul numéric d’un nombre v

1. Discretitzacio: es calculen aproximacions numériques de v
depenents d'un pas h: F(h) = v + aih + ash? + ... (e.g.:

derivacio, integracio...).
2. Pas al limit: v = limy,_,o F'(h).

on el pas al limit presenta problemes numeérics quan h — 0.
Obs.

cions de v sense prendre h molt petit.

L’objectiu de l'extrapolacié és obtenir millors aproxima-

Meétode d’extrapolacié de Richardson
Def. Donada una aproximaciéo F(h) de v, definirem una nova

aproximaci6. Suposem que
Fi(h) :== F(h) = v + a1 h"* + agh?* + agh™ + ...

amb a; #01p; < p2 < p3 < ..;ésadir, F(h) ~ v amb un error
aphP' 4+ agh?? + ... = O(hP'). Considerem ara un ¢ > 0 (¢ # 1)

i avaluem
F(gh) = v+ a14”*hP* + ax¢P?hP? + ...
de manera que
@ F(h) = F(gh) = (¢" — 1) v+ b + .

amb v, = ay (¢P* — ¢P2). Es a dir,

¢ F(h) — F(qh) 2
Fy(z) := 1 zv—l—ag)hm—&—...
amb aéZ) = q,,’f{l. Aixi, tenim una nova aproximacié de v:

F5(h) ~ v amb un error O(h??) (millor que l'anterior).
Obs. Observem que la nova aproximaci6 la podem escriure com

_ ¢ F(h) — Flgh) F(h) - F(gh)
qPr — 1 qhr — 1

Fy(h) = F(h) +
que interpretem com Fy(h) = F'(h) + correcio.

Obs. Aquest procés es pot “repetir”:

Fusn(h) = F(h) + 20 = Frlah) _

DM gl s

obtenint cada cop millors aproximacions (amb error O(hPs+1)).

Obs. (Veure esquema de calcul).

Obs. (Comentaris)
1. El valor de la ¢ no és molt rellevant. Normalment g = 2.
(2)

2. No cal conéixer explicitament les a1, as, ...,ay ', ... Només cal
conéixer les {p; }i>1

3. En el cas de la férmula dels trapezis composta tenim

b
Tn(f) = / f(z)dz + axh?® + agh® + ...

Prenem ¢ = 2 i fem extrapolacié6 amb p; = 2,py = 4, ... prenent

21)%7111 (amb A = Fy(h) — Fx(gh)) fent créixer la k i parant

quan els digits en 'aproximacié de v s’estabilitzen. S’obté aixi
I’anomenat métode de Romberg.

Obs. (Estimaci6 de l'error) El terme w dona una esti-

maci6 de lerror. Aquesta estimacio sera bona sii

F(h)—F(gh) 1
F(qh) — F(¢?h) ~ q»

Meétodes numeérics per a EDOs
Introduccio

Considerem el problema de Cauchy o de valors inicials

y'(z) = f(z,y(z))
y(a) = yo

on z € [a,b], y(x) € R™, yop € R™ i f : [a,b] x R™ — R™ prou
regular de manera que existeixi una tnica solucié.

Ens agradaria poder tenir una solucié expressada en forma ana-
litica, perd en molts casos (de fet, en general) aixd no és possible.
Els métodes numeérics no donaran la solucié analitica, sino
els valors (aproximats) de la solucié en una xarxa de valors
Xy ey Tpy € [a, b].

Obs.

denotara la solucié obtinguda pel métode numeéric.

Denotarem per y(z,) la solucié en z,, mentre que y,

Meétodes d’un pas
Obs.

aproximar y(x) en [xo, z1] pel seu desenvolupament de Taylor de

Prendrem de moment m = 1. La idea en aquest cas és

ler ordre:

y(x) = y(zo) + ¥ (z0)(x — z0) = yo + f(x0,y0)(x — x0)

i, suposant que y1 := yo + f(zo,y0)h (amb h = x1 — () és una
bona aproximaci6 de y(x1), considerar el mateix pb de Cauchy

tenim:
Def. El métode d’Euler vé donat per

Yo = y(2o)

Yn+1 :yn_'_hf(xnayn)v n:()va_l

Def. Considerem un métode d’un pas; i.e., un métode definit

per un algorisme del tipus

Yo = y(a)
Yn+1 = Yn + h(b(x'rwyna h)7

on ® és una funci6 continua a [a,b] x R x [0, ko] i Lipschitz en y

(uniformement en x, h); és a dir:

Va € [a,b], Vh € [0, ho] i L independent de z, h,y.

Def. Anomenem error en el punt x,, al valor

€n = |y(1‘n) - yn’

Def. Direm que un métode d’integracié té ordre global p, p € N,
i escriurem O(hP) sii existeixen hg > 01 K > 0 tq Vh € [0, ho]
(pas d’integracio) es compleix €, < Kh?, n=0,...,N.

Th. Si|y(z + h) — y(z) — h®(z,y(z), h)| < Kh**! per a certa
K >0, Vz € [a,b] i h €[0,hg], per a cert hy (ho denotarem per
y(z + h) —y(z) — h®(z,y(z),h) = O(hP+1)), llavors el métode
d’integracié té ordre global p.

Obs. Observem de ’expressio €, < KhP que si p > 1, es té que
en 22%0, Yn=0,..,N, N ==

Def. En aquest cas, direm que el métode és convergent.

Obs. Com més petita sigui la h millor sera I’aproximacié i com
més gran sigui la p més rapida sera la convergéncia.

Prop. El métode d’Euler té ordre 1.



Meétode de Taylor
Obs. Voldriem trobar métodes d’ordre superior.

Def. Els métodes de Taylor es basen en aproximar la funcié

desconeguda y(z) en [x,, Zn41], n =0,..., N — 1, pel desenvolu-

pament de Taylor fins a ordre k de la soluci6 del PVI

y'(x) = f(z,y(x)),
Y(Tn) = Yn

Z € [Tn, Tt

al voltant de z,,.

Prop. S’obté aixi un métode d’integracié d’ordre k.

Obs. El meétode d’Euler coincideix amb el métode de Taylor
d’ordre 1.

Prop. El métode de Taylor d’ordre 2 ve donat per

y(a) = vo

Yn+1 = Yn + hf(xrmyn)
2

O ety + ol ) s )]

pern=20,...,.N — 1.
Prop. El métode de Taylor de 2n ordre té ordre 2.

Meétodes de Runge-Kutta
Def. Els métodes de Runge-Kutta vénen definits per

y(a) = yo
Yntl =Yn + N Zf:l CiKinv

n=0,..N—1

on k € Niles K* son funcions definides per la férmula recurrent:

KP=f (xn +aih,yn +hY bin.?) y =2k

amb a; i b;; constants a determinar de manera que el métode
tingui ordre global maxim.

Obs. Observem que es tracta de métodes d’un pas on

k
O(z,y,h) = Z G K}
i=1

D’aquesta forma, es preten estalviar haver de calcular les de-

rivades parcials de la f successivament (com passa al métode

de Taylor) i s’aproximen aquestes derivades per combinacions
lineals de f(z,y) avaluats en punts estratégicament escollits a
Vinterval [z, Zp41].

Obs. Prenent k =1, ¢; = 1, obtenim el métode d’Euler i podem
dir que és un métode Runge-Kutta d’ordre 1, que denotem per
RKI.
Obs.

pressio per

Per a k = 2, desenvolupant per Taylor es troba una ex-

y(z +h) —y(x)
h
Aleshores es determinen les constants

- (I)($7y’ h)

en termes de h.
c1, Ca, g, bay tals que amb aquesta ® el métode tingui ordre ma-
xim. Aixo es fa imposant que s’anul-lin els coeficients del terme
independent i els dels termes en h, obtenint un sistema compati-
ble indeterminat. S’escull una de les infinites possibles solucions.
Def. El métode Runge-Kutta RK2 ve d’escollir els coeficients
ag =ba1 = 1,¢1 = co = 1/2, de manera que RK2 ve donat per

y(a) =yo
Ynt+1 = Yn +h %f(xna yn) + %f (xn + hvyn + hf(xnayn))]

ambn=0,...N —1.

Prop. L’ordre de RK2 és 2.

Obs. De forma similar, variant k& obtindriem altres métodes de
Runge-Kutta d’ordre superior. El més conegut és el RK4:

Def. El métode de Runge-Kutta RK4 (d’ordre 4 que s’obté amb
k = 4) ve donat per

y(a) = yo

Ynt1 = Yn + & [K] +2K3 + 2K + KJ]
on

Ki = f(zn, yn)

Kp=f (x R - gm)

K = f (2 + 5.yn + 5K3)

K} = f(zpn+h,yn + hKY)

ambn=20,..,N — 1.

Generalitzacio a sistemes d’EDOs
Obs. Tots els métodes exposats son facilment generalitzables al

cas de sistemes d’equacions diferencials ordinaries, utilitzant la

notacié vectorial:

V(@) = (5 (0, ™ (@),
@Y (@) = (£ @)y (@), 7 9 @) " ()

x € [a,b]

Obs. Per exemple, 'algorisme per al métode d’Euler esdevé:

Y(a) = Yo(a)

Vi1 =Y, + hF(2,,Y,), n=0,..,N—1

on Yy, ..., Yy son els vectors aproximacio de la solucié Y (z). En

components, per n =0, ..., N — 1, ho escriurem

yrlz+1 y}z fl(xnay}za"wy;n)
: = | +h :
Y Yy T (@0, Y s Ui

Meétodes multipas
Considerem el PVI

y'(z) = f(z,y),
y(a) = yo

x € la,bl,y e R,yp €R

on f :[a,b] x R — R és una funcié prou suau per assegurar
I’existéncia i unicitat de soluci6.

Obs.
del valor de (z,,y,). Als métodes multipas farem servir més

Als métodes d’un sol pas el calcul de y,+1 només depén

punts anteriors per calcular I’aproximacioé y,11.

Def. Els métodes multipas lineals de k passos vénen definits per

y(a) = yo

(MM) . .
Yn+1 = Zi:l QiYn+1—i T hZizo »Bif(l”nﬂfm yn+17i)

ambn=0,....N — 1.
Obs.
s’ha de resoldre 1’equacié.

Observem que si By # 0, y,+1 no esta aillada i per tant

En aquest cas s’anomena métode

implicit. Si By = 0, llavors y,,+1 esta aillada i es diu métode
explicit.
Obs. El métode no és aplicable per calcular els primers

Y1, ---, Yk—1, doncs necessita k punts anteriors. Aquests es cal-

culen tipicament amb un métode d’un pas del mateix ordre que




el del métode multipas considerat.
Th. SiVz € [a,b] es té

k
y(x +h) — Zaiy(x —(i—1)h)

k

- hz&f (z— (i —Dh,y(z — (i — 1)h)) = O(RPT),

i=0
p € N, aleshores el métode d’integracié considerat té ordre p.

Métodes d’Adams-Bashforth

Obs. La forma més corrent de generar métodes multipas és la
d’integrar el PVI:

o)~ (o) = [ "y (@)da

n

_ /x M (@) ~ / " p@)ds

n Ly

on P(xz) és el polinomi que aproxima f(z,y(z)).

Per exemple, una forma d’obtenir aquests polinomis és la se-
glient: siguin Y, ..., Yn—(k—1) les aproximacions de la soluci6 en
els punts @y, ..., T, _ (1) que suposem equiespaiats amb pas h.
Prenem P(x) el polinomi interpolador (de grau < k — 1) de la
xarxa (z;, f(Ti, ¥i)),

métode sera doncs:

t=n—(k—1),...,n. L’algorisme d’aquest

y(a) = yo
Ynt1 = Yo + [, Plx)dz, n=0,.,N—1
Prop.
1) Si k =1, Palgorisme és
y(a) = yo
Yn+1 :yn‘f'hf(ifn,yn), n:Ow"aN_]-

que és justament el métode d’Euler. Es tracta d’un métode d’un
pas.

2) Si k = 2, lalgorisme és

y(a) = yo

Yn+1 = Yn + % [3f(xn7yn) - f(xn—hyn—lﬂ

amb n =0,..., N — 1, i tenim un métode de 2 passos.
3) Si k = 3, lalgorisme és

y(a) =yo

h
Yn+1 = Yn + 12 [23f('rn7yn)

716f(33n—1, yn—l) + 5f(xn—27 yn—Q)]

amb n =0,..., N — 1, i tenim un métode de 3 passos.
4) Si k = 4, lalgorisme és

y(a) = yo

h
Yn+1 = Yn + 2 [55f(xmyn) —59f(Tn—1,Yn—1)

+37f(33n—27 yn—Z) - gf(xn—Sa yn—B)]

ambn =0,...,N — 1, i tenim un métode de 4 passos.
Def. Aquestes
d’Adams-Bashforth.

féormules es coneixen per métodes

Th. El métode d’Adams-Bashforth de k nodes té ordre k.
Meétodes d’Adams-Moulton

Obs. Els métodes d’Adams-Bashforth s’obtenen fent servir in-
formaci6 sobre els k anteriors punts a x,,. Una altra possibilitat
és utilitzar també punts posteriors a x,. La situacié més senzilla
és la que considera el polinomi P(x) que interpola la xarxa de
punts (z;, f(zi,v:)), i=n—(k—1),.,n+1

Prop. Aixi, per exemple:

1) Si k=1, el polinomi té grau < 1 i ha de satisfer

P('Tn) = f(xnvyn)’ P(xn—&-l) = f(-rn-i-hyn-&-l)

Llavors integrant el PVI resulta l’algorisme

yla) =y
Yn+1 = % [f(xn+17yn+1) + f(l'myn)]

(=)

amb n =0,...,N — 1, que és un métode implicit d’un pas.

2) Si k =2, prenem el polinomi de grau < 2 que ha de satisfer

P(xnfi) = f(xn7i>yn7i)7 1= _17071

Llavors integrant el PVI resulta ’algorisme

y(a) =yo

Ynt+1 = Yn + % [5f($n+1,yn+1) + Sf(xnayn) - f(xn—layn—l)]

amb n =1,..., N — 1, que és un métode implicit de 2 passos.
3) Si k = 3, s’obté el metode implicit de 3 passos:
y(a) =50
h
Ynt1=Yn + 5 [9f (@nt1,Ynt1) + 19 (T, yn)
_5f(xn717 yn—l) + f(xnf% yn72)]

Def. Aquests métodes s’anomenen d’Adams-Moulton.

Obs. So6n métodes implicits.
Th. El métode d’Adams-Moulton de k + 1 nodes té ordre k + 1.

Meétodes predictor-corrector

Def. A la practica, les equacions (métodes) d’Adams-Moulton
no son resolubles i el que es fa és combinar les féormules implicites
amb les formules explicites, obtenint el que s’anomenen métodes

predictor-corrector.

Obs. Aquests métodes primer prediuen el valor de y(x,,41) amb
un meétode explicit, obtenint un cert y? |1 que serveix per apro-
ximar f(Zn41,Yns1) Per f(Tni1,9h41) en el métode implicit i
corregir aixi el yh .

Obs.
s’obté per combinacio del métode d’Adams-Bashforth de 4rt or-
dre amb el métode d’Adams-Moulton de 4rt ordre.

Prop.

Un dels casos més coneguts és el predictor-corrector que

Concretament, obtenint y? +1 pel métode d’Adams-
Bashforth de 4rt ordre i fent-lo servir per substituir y,y; a
f(@nt1,Ynt1) al métode d’Adams-Moulton de 4rt ordre, s’ob-
té

y(a) = yo

h
Yn+1 = Yn + ﬂ [gf(xn—&-la ny-l) + lgf(xnnyn)
_5f(xn717 yn—l) + f(xnf% yn72)]

amb n =2,....N —

Obs. Caldra calcular préviament yi, yo.

1, que té forma explicita.

Zeros de funcions

Equacions en una variable

Sigui f: Iy = [ag,by] — R amb f(ag) f(by) < O.
N aeltq f(a) =0.

Meétode de biseccio: I, = [ay,bi], zr = %

Suposem

flag) f(xx) <0
f(br) flzr) <0

[ak,zx] si
Ip1 = )
[Jik, bk] S1



Error: |7, — af < %9 . Convergeix geométricament.

Meétode de la secant: donats (xp_1, f(xx—1)) 1 (zk, f(zk)
sigui g(x) la recta que passa per ells. Prenem xxy; on g(z) =

)s
0:
Tk — Tk—-1

flaer) = f(@re-1)

No sempre convergent, més rapid que bisecci6.

Tpt1 =2k — fxk)

Meétode de la regula falsi: I, = [xj—1, 2], es calcula xp4q
com en la secant, es pren I com en la biseccié. Convergent si
en Iy = [zo, z1], f(xo)f(z1) < 0. Més lent que secant.

Meétode de Newton: donat (zy, f(x)) sigui g(x) la recta que
passa pel punt amb pendent f’(x). Prenem 1 on g(z) = 0:

f(zx)
f'(wk)

Tp+1 = Tk —

No sempre convergent.

Th. Sigui f : [a,b] — R, de classe €2 tq

i. f(a)f(b) <O. ii. f'(z)#0 Vz € a,b].
iii. f"’(x) >0 (o f"’(z) <0) Vx € [a, b].

iv. Sic € {a,b} és on|f’(z)| és menor = f/(c)‘ <
Aleshores Jla € [a,b] tal que f(a) = 0 i el metode de Newton

e | < p—q.

Teoria d’iteracié. Métodes de punt fix

Th. (Punt fix). Sigui g: I = [a,b] — R de classe €* tq
i. g(I) C I

ii. [¢'(z)| <L <1 Vzel.

Llavors:

a) Existeix un dnic punt fix s de g en I (s = g(s)).

b) Vzo € I la successié xp = g(xp_1) convergeix cap a s.

k
c) |z — s| < £ — 2ol lok — 8| < 25 ok — Tl

Ordre de convergéncia
Def. Direm que una successié (xj)r>0, convergent cap a «, té

ordre de convergéncia almenys p si existeixen N > 01 C > 0 tq

|2gtr1 —a| < Clzg —aff Vk> N

Si p = 1 haurem d’exigir, a més, que C < 1. En particular, si

existeix el limit
I = lim Fk+1 =
k—oo (T — )P
la successio tindra ordre de convergéncia almenys p (si p = 1
haurem d’exigir, a més, que L < 1). Si L # 0 direm que la

successio té ordre de convergéncia p i que la L és la constant
asimptotica de l’error.

9(s)
un punt fix. Sig € €®(s —€,5+¢), € > 0,1 g¥)(s) = 0,

j=1,...,p—1, g®)(s) # 0, lavors {}r>0 convergeix amb or-

Prop. Considerem la iteracié zx11 = g(xg) amb s =

dre p.

Obs. El métode de Newton és en general d’ordre 2.

Obs. Si f(x) =0 té s com a zero amb multiplicitat ¢, la conver-
géncia és només lineal. Podem recuperar la convergéncia qua-

dratica prenent

I 1)
g(w) = e

Acceleracié de la convergéncia
Meétode d’acceleracié d’Aitken: definim Azxy = xpy1 — oy,
AZ’JL‘k = A:Ek+1 — Al’k

(@, Azy), (Tg41, Azpyr). Prenem z) on g(z) = 0:

Sigui g(x) la recta que passa per

(Axk)2
A2£L'k

Ty =T) —

Prop. Suposem limy o 2 = 8, 2 # 0 Vk, 1 3C amb|C| < 1 tq
Tpt1—5 = (C+0y)(xk—s), amb limy_, o, d; = 0. Llavors {z} } x>0

—s

ben definida per k prou gran i limy,_, oo &

=5 = 0= {a] }r>o con-

vergeix més rapid que {zy}x>o0.
Meétode d’acceleracio de Steffensen: Sigui g : [a,b] — R de
classe 62, s € [a,b] amb g(s) = s i ¢'(s) # 1. Llavors la funci6

(9(z) —z)*
9(g(x)) — 29(x) + x
dona un métode de convergéncia almenys quadratica cap al ma-

d’iteracid

Gx)=a—

teix s (cal que ¢’(s) # 1). Si la convergéncia de xp41 = g(xy) és
almenys lineal, llavors la de yi+1 = G(yi) és almenys quadrati-
ca. Sila convergeéncia de 51 = g(z) és almenys d’ordre p > 1,
llavors la de yx+1 = G(yx) és almenys d’ordre 2p — 1.

Obs. Aitken treballa sobre la successi6 inicial, Steffensen cons-

trueix la successié accelerada.

Sistemes d’equacions no lineals

Th. (Punt fix). Sigui 7 C R™ un conjunt tancat, G : T — R"
tq

i. G(T) CT.

ii. 3L < 1 tq HG(Xz) —G(Xl)H < L|x2 —x1]|, Vx1,x2 € T
(i.e.:G és Lipschitz i contractiva).

Llavors:

a) 3! s punt fix de G en T (s = G(s)).

b) Vxo € T la successié {xxk}r>0 = {G(xxk)}x>0 convergeix a s.
o) Ik — sll < 2 lex —xoll, i — sl < 725 [ — xac 1l
Obs. ii. es pot substituir per:

ii’. G és de classe ¢! i satisfa ||DG(X)H <L<1lVxeT.
Meétode de Newton: sigui f: R™ — R™, donat xx € R™, fem
Taylor f(x) ~ f(xyx)+ Df (xx)(x — xi). Sigui Axy = Xkt+1 — Xk.
Prenem xy1 tal que f(x) = 0. Llavors resolem

Df(Xk)AXk = —f(Xk), 1 Xgy1 =Xk + Axy.

Zeros de polinomis

Obs. Si p(z) € Ry,[z], escriurem p(z) = Y _, apa™ k.

Obs. (Regla de Horner). Sigui p(z) = Y5 _, axz™ ¥, Pagrupem

p(z) = (- (apx+a1))r+a)x+- - an_2)x+an_1)r+a,. Volem

p(@).

p(a) = by.

Obs. (Diviso sintética). La regla de Horner fa la divis6 de p(x)

per x —a: p(z) = (v — a)q(z) +rp on ¢(x) = ZZ;& bpx" 1k

rp = by = p(a).

Obs. (Derivades en «).
) (a n

a, plz) = pla) + (@) — a) + - X (@ — ).

ala) = MU = p(a) + (o - 0) ), P e — ) D

visio sintética de g(x) = q(z) = (v — @) ZZ;; ™27k £ e

Definim by = ag, b; = b;_1a +a;, i = 1,...,n. Llavors

Desenvolupem p en Taylor entorn

Llavors

ip(a) =q(a) =cp—1. Iterem el procediment:

bo=ay b;=bj_1a+a; i=1,...,n pla) = by,
co=by ci=cija+b i=1,..n—-1 pla)=cp1
dy=co di=di1a+c; i=1,...,n—2 p'(a)=2d,_»
eo=dy e;=e;1a+d; i=1,..n—3 p"(a)=3le, 3

Deflacio

Si hem calculat I'arrel o de p(«), fent la divisio sintética obtin-
drem p(x) = (z — a)q(z) + p(«) amb p(a) = 0. Podem passar
llavors a calcular el segiient zero treballant amb ¢(z). Aquest

procés es coneix com a deflacié.

Si tenim arrels complexes i el polinomi té coeficients reals és
millor seguir treballant en aritmética real. Com que les arrels
complexes venen en parelles conjugades tenim que si a € C és
arrel de p(z) també ho sera a. Aixi, p(z) sera divisible per

(z — a)(z — @) = 22 — 2R(a)z +|a|®, que té coeficients reals.



La divisi6 de p(x) per 22 + px + ¢ ve donada per
n n—2
p(x) = Z arz" " = (2% + pr + q) Z bra" 2% | + R+ S
k=0 k=0

on (definint b_y = 0,b,_1 = Rib, =S5 — pb,_1) els coeficients

satisfan la recurréncia per i = 1,...,n:

bo =aop, bi=a;—pbi_1—qbi_2, R=0by_1, S=0by,+pby_1

Fitaci6é de les arrels d’un polinomi

Prop. (Regla Laguerre). Sigui L > 0 i divisio sintética de p(z)
(z — L) ¢ g bra™ 'k 4 b,. Sib; >0 (o
b; < 0) Vi, L és fita superior de les arrels reals de p(z).

Prop. (Regla Newton). Si p(z) € R,[z] i L € R satisfa que
p(L), (L), .
perior de les arrels reals de p(zx).

per x — L, p(z) =

,p"™ (L), son positius (o negatius), L és fita su-

Prop. Sigui p(z) € Culz] i 2 € C arrel de p(z). Llavors
|z| < max{l,Z?_l ale

Prop. Sigui p(z) € Culz] i z € C arrel de p(x). Llavors
|z <1+max{g(1) N e }

Obs. Fites d’altres arrels reals de p(x):

#£0. L>0
fita inferior

i. Fita inferior d’arrels positives: p(x) == p (%),

fita superior d’arrels reals positives de p(z)

Si= 8

d’arrels reals positives de p(z).
L > 0 fita
superior d’arrels reals de p(xz) = —L fita inferior d’arrels reals

ii. Fita inferior d’arrels negatives: p(x) = p(—=x).

negatives de p(x).
iii. Fita superior d’arrels negatives: p(z) = p(—1). L > 0 fita
superior d’arrels reals de p(x) = —L fita superior d’arrels reals
negatives de p(x).

Meétode de Bairstow
Donat un polinomi P(z) de coeficietns reals, volem obtenir els
seus factors quadratics 2 + px + ¢ corresponents a parelles d’ar-

rels complexes conjugades. Podem escriure
n n—2
p(z) = Z arz™F = (22 + px +q) Z bra" 2k | + Rz 4+ S
k=0 k=0

amb by = 1 i a on hem assumit que el polinomi s’ha dividit pel
coeficient de major grau. Volem doncs trobar p i ¢ tq resolguin

el sistema,

R(p,q) =0
S(p,q) =0

Es resol pel métode de Newton (convergéncia quadratica), ite-
rant prr1 = Pk + APk 1 qr+1 = gk + Aqr, amb Ap i Ag solucions
del sistema

OR OR A,

S Ap+ 578¢=—-R

o5 oS _

Ar+ 5;8¢ =-S5

que son la linealitzacio de les equacions R(p + Ap,q + Ag) =
0, S(p+ Ap,q+ Ag) = 0 (ometent els subindexos k per simplifi-
car). El calcul de Ri S es fa amb la deflaci6 del factor 2% +px+q.
Desenvolupant, s’obté que el sistema a resoldre per Ap i Aq és

Cn—2Ap + cn3A8q = by
(Cn,1 - bn—l)AP + Cn72Aq = bn

on els b; i els ¢; es calculen a partir dels coeficients a; del polinomi
monic P(x) per les recurréncies
bo=1,b_1 =0,

bi :a/i_pbi—l _qbi—2a i1=1,...,n—1,

¢ =bi—pci_1—qci_o, t=1,...,n—1, cog=1,c_1=0.
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