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Corbes

Def. Una corba parametritzada C” (r > 1) és una aplicaci6é C"
v:I—-R" (n>2),onl=][ab CRol=]I0,27]/p~2r.

1. Si4(¢) # 0, diem que +y és regular en .

2. SiA(t) #0, Vt € I, diem que 7y és regular.

Def. Una corba parametritzada és llisa si r = oo.

Def. Una corba implicita és el conjunt de solucions d’un
sistema d’equacions F : U C R" — R"~! F(x) = 0, tal que F
ésC" (r>1)ien els punts p € F~1(0) es té

rangDF(p) =n — 1.

Obs. Pel teorema de la funcié implicita, tota corba implicita

és uni6 de corbes parametritzades regulars C.

Corbes en el pla R?

Obs. Suposem en aquesta secci6 que v : I — R? és una corba
parametritzada C” (r > 2) regular. En general suposem també
que §(t) # 0, Vt € I.

Def. Anomenem trajectoria de vy a v([).

Def. Anomenem

1. velocitat (vectorial) de v a §(t) = %.

2. velocitat escalar de v a v(t) = [|3(¢)]]-
3. acceleraci6 de v a a(t) = 4(¢).
Def. Anomenem

1. vector tangent unitari de v a T'(t) = my(t)

2. vector normal unitari de v a N(¢t) = MT(t)

Def. Si expressem T'(t) = (cos6(t),sin0(t)), anomenem
2. curvatura de v a k(t) = |28‘ = HZH.

Obs. El signe de k(t) ens indica si la corba esta girant a
Pesquerra (k(t) > 0) o a la dreta (k(¢) < 0).

Def. La longitud d’arc és s(t) = f: v(T)dT.

Obs. s(t) és C" i invertible globalment.

Obs. Si denotem per #(s) la inversa de s(t), 7(s) = y(t(s)) és

1. curvatura amb signe de v a k(t) =

una reparametritzacié de v amb 9(s) = 1 constant.

Def. Diem que v esta parametritzada per larcsia=0iv = 1.

Sovint ho escriurem en forma abreviada: v pa.
Obs. Les definicions anteriors ens donen

1. y=T.

2. 5 =T +vT = 0T + v2&N.

i si v esta parametritzada per ’arc, aleshores
.4=T.

2’. 4 = kN.

Def. Anomenem acceleracio tangencial i acceleracié normal de

vad =0T id, =v2kN, respectivament.

Prop. k(t) = X det(5,7).

Obs. k=0 <= ~ esta continguda en una recta.

Obs. k és constant no nul-la <= + esta continguda en una
circumferéncia de radi ||.

Def. Anomenem radi de curvatura de v a R(t) = ﬁ

Def. El cercle osculador de vy en ¢ € I, que denotem Osc, ()7,
és el cercle de radi R(t) i centre O(t) = (t) + R(t)N(t).
Prop. El cercle osculador satisfa

1. Oscy () 7 té la mateixa recta tangent que v en y(tg).

2. Si ¢ és una parametritzacio del cercle osculador tal que
(a) ¢(to) = (to) 1 $(to) = (to)-

(b) ¢ iy tenen la mateixa acceleraci6 tangencial en tg.
aleshores les séries de Taylor de ¢ i v en ty coincideixen fins a
ordre 2.

Corbes en ’espai R?

Obs. Suposem en aquesta seccié que 7 : I — R? és una corba
parametritzada C” (r > 2) regular. En general suposem també
que ¥(t) #0, vVt € I.

Def. Definim analogament els conceptes de velocitat, vector

tangent unitari, vector normal unitari i velocitat escalar de ~.
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Def. Anomenem vector binormal de v a B(t) = T'(t) x N(t),

de manera que {T, N, B} és una base ortonormal directa de R3,

Def. Anomenem curvatura de v a k(t)

que anomenem triedre de Frenet.

Prop.

_ 1 . .
L B = e (1 < 7).
2. N=BxT.

3. w(t) = &7 x 71l

Def. Anomenem pla osculador de = en ty al pla que passa per
~(to) i té subespai director [T (to), N(to)] = [¥(to), ¥(to)]-

Def. Anomenem

1. radi de curvatura de v a R(t) = ﬁ

2. centre de curvatura de v en y(t) a O(t) = v(t) + R(t)N(t).
3. cercle osculador de 7 i denotem Osc, ;) v el cercle que es

troba en el pla osculador i té radi R(t) i centre O(t).

Def. L’evoluta de « és la corba formada pels centres de

curvatura O(t) de 7.

Prop. El cercle osculador satisfa

1. Oscy4,) 7 té la mateixa recta tangent que vy en y(to).
2. Si ¢ és una parametritzacié del cercle osculador tal que

(a) 6(to) =7(to) 1 d(to) = ¥(to).

(b) ¢ iy tenen la mateixa acceleraci6 tangencial en tg.
aleshores les séries de Taylor de ¢ i v en ty coincideixen fins a
ordre 2.

N-B
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Def. Anomenem torsi6 de v a 7(t) =

Prop. Les derivades del triede de Frenet son

T = +uvkN
N = —okT +vrB
B= —uvTN

Prop. =0 <= ~ esta continguda en un pla.

Th. (fonamental de la teoria de corbes) Siguin py € R? i
{u1,us2,u3} base ortonormal directa. Considerem dues funcions
k:[0,L] = [0,00)i7:[0,L] — R de classe C'. Aleshores
existeix una tinica corba de classe C! v : [0, L] — R? tal que

1. v esta parametritzada per I'arc.

2. 7(0) = po i {T(0), N(0), B(0)} = {uy,uz,us}.

3. la curvatura i la torsié de v son « i 7, respectivament.

Def. Donat E espai afi euclidia, diem que 9 : E — E és un

moviment si conserva distancies.

Obs. En R3, un moviment és la suma d’una isometria
(aplicacio lineal amb determinant +1) i una translacio.

Cor. Donades dues corbes v i 4, C" (r > 2) regulars
parametritzades per I’arc amb la mateixa longitud, curvatura i

torsio, existeix un moviment v tal que ¥(y) = 4.

Superficies de R?

Def. Una superficie parametritzada C" (r > 2) és una aplicaci6
¢: RCR?2 - R (n>3) de classe C".

1. Diem que ¢ és regular en (u,v) € R si rangD¢(u,v) = 2.

2. Diem que ¢ és regular si ho és en tot (u,v) € R.

Def. Si ¢ és regular en (u,v) anomenem

1. pla tangent en ¢(u,v) a Ty(yw) @ = [Pu(u, V), P (u,v)].

2. varietat normal en ¢(u,v) a Ng(y0) ¢ = [¢u(u, v), ¢ (u,v)]*.
Def. Una superficie reglada és ¢ : I x R — R3 de la forma

é(u,v) = y(u) + viw(u), on v : I — R3 és una corba C" regular i
@W: I — R3 és un camp C” de vectors directors (@ # 0 arreu).

Def. Anomenem rectes generatrius les que s’obtenen de fixar

u = ug 1 fer correr v, i la corba = s’anomena corba directriu.



Obs. ¢ és una parametritzacio reglada <= ¢,, = 0 i existeix
un vy tal que ¢, (u,vy) # 0 per a tot u.
Def. Diem que una superficie reglada ¢ és

1. un cilindre si w és constant.

2. un con si totes les rectes y(u) + [w(u)], u € I, passen per un

mateix punt, que anomenem vértex.

3. Penvolvent tangent de v si w =7'.

Th. Tota superficie reglada a R? és localment un tros de
cilindre, con o envolvent tangent.

Def. Siguin ¢ : R — R3 i ¢ : R — R? aplicacions C" i

¢: R — R també C". Diem que ¢ és una reparametritzacié de
¢ si ¢ és un difeomorfisme C".

Def. Una superficie implicita és el conjunt de solucions d’un
sistema d’equacions F : U C R™ — R"~2, F(x) = 0 tal que F és
C™ (r>1)ienels punts p € F~1(0) es té rangDF(p) = n — 2.
Obs. Pel teorema de la funcié implicita, tota superficie

implicita és uni6 de superficies parametritzades regulars C".
Obs. Sino es diu el contrari, d’aqui en endavant utilitzarem S
i ¢ indistintament per referir-nos a una superficie regular de

classe C" amb r > 2 i fins i tot » > 3 quan convingui.

La primera forma fonamental

Def. Anomenem primera forma fonamental o métrica

Riemanniana de ¢ al tensor bilineal simétric en R
I _ Ou Py Du Py . E F
¢(u,v) = =
¢'u : Qbu va : ¢v F G

Obs. Donat un punt p = ¢(ug,vo) i dos vectors @, be T, S,
que podem escriure com @ = a1 ¢, + asp, i b= b1y + baddy,

tenim

i conseqiientment,

Prop. Suposem que tenim dues corbes 7,5 C S de classe C?

definides en un interval I = [¢,d] i de la forma

'.7 = u¢u + i’ﬁbv
’?(t) = ¢(ﬂ(t)7f)(t))7 5’ = 71¢u + '[)st

aleshores

1. La longitud de v ve donada per

d d .
()= [ Il = [\ @0t (”) @

2. siy1i4 es tallen en p = (tg) = (¢1) en un angle «,

. (4 0) I ( )
oo o) A(t)
1 )11 (E0)]] a\ | ..
(4 0)Tp <v> (@ o)y (

Obs. Si @ = ai¢y + azdy, b = bidy + bay, € T, S, sovint
notarem

IS8

(4%

ISE

)

S8

2

- b -
L,(a@,b) = (a1 a) 1, ((;) =a-b

Prop. SiT' C R, l'area de ¢(T') C S és

@) = [[ 62 x oulldudo = [ \fact Ty tuae

Def. Anomenem fibrat tangent a I’espai de tots els plans
tangents a S, és a dir T, S = {TpS |pe S}.

Def. La distancia entre dos punts de S és I'infim de les
longituds de les corbes C! a trossos contingudes en S que van
d’un punt a l’altre.

Obs. Sigui c¢: R C R? — R C R? un canvi de variable C", de
manera que ¢ = ¢ o ¢ : R — R3 és una reparametritzacio de ¢.
Aleshores donat p = ¢(@,9) = ¢(c(i, 7)) tenim

I, = De(i, )" 1, De(ii, 9)

Def. Sigui T': S — S una aplicacié diferenciable entre
superficies regulars i sigui p € S.

1. Diem que T és una isometria local en p si dT'(q) és una
isometria lineal Yq € S en un entorn de p.

2. Diem que T és una isometria (global) si és un difeomorfisme
i una isometria local.

3. Diem que T és una aplicacié conforme si d7'(¢q) és una

aplicaci6 lineal conforme Vg € S.
Prop. Sigui T:5 — S una aplicacio diferenciable entre
superficies regulars i sigui p € S. Suposem que existeix una

parametritzacié ¢ de S en un entorn U de p € S, de manera

que ¢ = T o ¢ defineix una parametritzacié regular de S en un
entorn de f(p).

Siguin Iy 1 qu(u’v) les primeres formes fonamentals de S i S
en les parametritzacions ¢ i ¢. Aleshores T': ¢(U) — ¢(U) és
1. una isometria <= Iy ) = iq;(uw). )

2. una aplicaci6 conforme <= Ty, ) = )\(u,v)lé(uw) on
A(u,v) € Ry per a tot (u,v) € U.

Obs. Existeix una isometria local entre un cilindre de
revolucio i un pla, aixi com entre un con i un pla.

Obs. La projecci6 estereografica és una transformacio
conforme entre l'esfera i el pla.

Def. Anomenem loxodroma a una corba de I'esfera que manté

un angle constant amb tots els meridians que talla.

La segona forma fonamental

Def. Anomenem aplicacié de Gauss a

n:S— 8?2
o (U, v) X Py (u,v)

p= ¢(u’v) — n(p) = ||¢)u(u,1}) X Qf’v(uvv) |

Obs. Sovint cometrem un abts de notacio i escriurem n(u,v)

per referir-nos a n(¢(u,v)). Aixi, escriurem n, i n, per
referir-nos a %(n o) i a%(n o ¢), respectivament.

Obs. En una superficie impligita d’equacio F(z,y,z) =0, un
cop orientada tenim n(p) = ngig;n'

Lema. Donat pe Siw e TpS amb @ # 0, Iyz: (—e,e) = S
tal que v(0) = p i ¥5(0) = .

Lema. Donada f:S (o bé R?) — R funci6 C' i un @ € T, S
amb @ # 0 tenim dgf(p) = (f o vz)'(0), on vz és una corba tal
que 7,5(0) = p 1 45(0) = @.

Lema. Donat @ € T), S amb @ # 0, dgn(p) L n(p).

Def. L’aplicacié de Weingarten en p € S ve donada per

spi TpS — Ty S2=T, S

W sp(uf) =

n(p)
—dgn(p)

Prop. L’aplicaci6 de Weingarten és simétrica, és a dir,
Vi, v € T S tenim s,(@) - U = @ - 5,,(7).

Obs. dg,n =mn, idg,n=n,.



Def. Anomenem segona forma fonamental de S en p a la forma

quadratica associada a l’aplicacié simétrica de Weingarten. La
denotem per I1,(@, 0) = sp(@) - 0, on u,v € T, Sipe S.
Obs. Com a conseqiiéncia d’aquesta definicio, la matriu de la

segona forma fonamental en base {¢y, ¢, } és

I, =1,%, = (e f)
[y

on ¥, és la matriu de I’aplicacié6 de Weingarten i tant I, com
¥, estan en base {¢y, ¢y}

Prop. Si S és connexa, aleshores I, =0, Vp € § < S
forma part d’un pla.

Obs. Tenim les segiients igualtats per II,
(

I — <sp(<bu)~¢u sp(Pu) - 4%) _ (—nu-m —ny - %) _ (71-451“[ n~cf>w)
T \sn(00) du (@) o —ny by b)) \ndu nedu
Obs. El cilindre i el pla son isométrics localment perd no
tenen la mateixa segona forma fonamental.
Th. (espectral real). Donada A matriu simétrica tots els vaps
son reals i existeix una base ortonormal de veps.

Def. Considerant el canvi de base que obtenim del teorema

espectral real, anomenem

.
LN [k o) /!
S, =@ @ T
AT ) om0

1. curvatures principals de S en p a k1(p), ka2(p).

2. direccions principals de S en p als subespais propis
[th], [da] € T, S.

3. curvatura gaussiana de S en p a K, = det s, = k1ks.

4. curvatura mitja de S en p a Hy, = S trs, = (ki + k2).
Def. Anomenem linia de curvatura de S a una corba v C S tal

que [¥(t)] € T}, S és una direccié principal Vt.

Prop. Si S és connexa, aleshores K =0i H=0 «<— S
forma part d’un pla.

Obs. Intuitivament K ens indica com de rapid varia n. Per
altra banda,

1. K, > 0 <= n conserva l'orientaci6 de ’espai tangent.
2. K, <0 <= n inverteix l'orientaci6 de ’espai tangent.

Def. Anomenem indicatriu de Dupin de S en p al parell de

coniques

{@eT,S | (W) =1} u{weT,S|,(w)=-1}

Obs. La indicatriu de Dupin de S en p és la intersecci6 de S
amb dos plans propers a S (un per cada costat), després de
restringir a un entorn de p € S i reescalar per un factor > 0.
Def. Diem que p € S és

1. elliptic si K}, > 0.

. hiperbolic si K, < 0.

. parabolic si K, =01 (ki, k2) # (0,0).

. plasi (k1,k2) = (0,0).

. umbilical si k1 = ko.

Ok W N

Corbes en una superficie

Obs. En tot aquest apartat considerem v: I C R — S C R3
corba regular de classe C" amb r > 2.

Def. Donat un punt p = v(t), anomenem

1. curvatura normal de v C S en p a k,(t) = k(n- N).

2. curvatura geodesica de vy C S en p a ry4(t) = k((n X T) - N).
Obs. Per a tota corba v C S tenim kN = k,n + £4(n x T).
Prop. k? = k2 + k2.

Th. (de Meusnier). Donat p = y(to) i W = ¥(tp) tenim

11, (W, W)
= )
Prop. (férmula d’Euler). Considerem k; i ko les curvatures
principals de S en p i {w1, w2} la base ortonormal corresponent
a les respectives direccions principals. Donat un vector unitari
qualsevol @ = cos(#)w; + sin(#)w, de T, S, la corba que satisfa

~v(to) = p i Y(tg) = W té curvatura normal
kn(p) = k1 c0s2 0 + ko sin® 0

Cor. Si+ és una linia de curvatura amb curvatura principal k;
i curvatura normal k,, aleshores K, = k;.

Th. (de Rodrigues). Una corba C" continguda en una
superficie S que és C" i regular és una linia de curvatura <=
(nov)'(t) = Mt)7/(t) per a alguna funcié A(t) derivable.

Cor. Els paral-lels i els meridians d’'una superficie de revolucio
generada per una corba regular sén linies de curvatura.

Prop. Sigui v C R? corba C regular, p = y(to) tal que

[Iv(@®)]] < [|v(to)|| = R per a tot t € (to —e,to +€), € > 0.
Aleshores r(to) > +.

Prop. Sigui S superficie C" regular i p € S tal que per a tot
punt ¢ del seu entorn es té ||q|| < ||p]| = R. Aleshores S té

i 1
curvatura gaussiana K, > "

Interpretacié variacional de la curvatura
Def. Donada una placa fina en R? anomenem superficie mitja
a la superficie que s’obté en considerar els punts que es troben

a la meitat del gruix. Aixi, la placa fina ve donada per

&%w=¢wwﬂwmmw,gefﬁgmffm}

on ¢ és una parametritzacié de la superficie mitja.
Obs. Denotem per S = Sy la superficie mitja i per S una
superficie per un valor de £. Siguin I i I les primeres formes
fonamentals de S i S, respectivament, i IT la segona forma
fonamental de S. Aleshores T =T —2¢TT+0(e?) i

dl
P —211

Def. La descomposici6 en valors singulars (SVD) d’una

aplicaci6 lineal f : R? — R? és una base ortonormal directa de
partida ¥, ¥ 1 una base ortonormal directa d’arribada i, s

tals que en ells, f té matriu

g1 0

Mv,u(f) = (

, 0120220,
0 g9

on o; reben el nom de valors singulars, és a dir

I o\’
M (f) = I U Us o 0 Uy Vs
a9 | | 0 o2 I

a21
Obs. f:R? — R? lineal és una isometria <= o, = 0y = 1.
Prop. Donada f : R? — R? prenem A = M, (f) i B= ATA.
1. Els vaps de B son 02, 03.

2. Els veps de B son o7, Us.

3. U = AN iy = A%
1A 17211

Def. Donada f : R? — R2, I’aplicacié adjunta f¥ és I'tnica

aplicacio lineal tal que w; - f(u_jg) = fv (Il_jl) - Wa, YW1, W € R2.

Prop. Més en general, donada f : R2 — R? i les bases no

necessariament ortonormals ¢, ¢, 1 ¢y, v, i prenem les

matrius A = M, 5(f), A = M ,(f") 1 B = A"A, aleshores

1. Els vaps de B sén o2, o3.

2. Els veps de B son 0y, 5.

- AT - A7
8- U = qy 2 = T

Prop. Considerem la funcio6 v definida per
P S — S
$(u, v) = G(u,v)



StA=M,;(Dy)iA” = Mg ,(Dy"), aleshores
A"A=T"11-2¢e1I) + O(?) = id —2¢% + O(e?)

i els valors singulars de Dt sén aproximadament

V1 =2k ~1— ¢k, V1—2eky =~ 1—cky

Teoremes egregi i fonamental de la teoria de superficies
Lema. {¢y,dy,n} és una base de R3.

Def. Anomenem simbols de Christoffel als coeficients de ¢, i

¢, en el desenvolupament de ¢y, Puy 1 Pvy en la base de
{bwu, Pv,n}. Aixi, tenim

¢uu = F%l(éu + F%lﬁbv +en
¢uv = F%Q(Zsu + F%2¢v + fn
¢uv = F%Q(ﬁu + F§2¢v +gn

Prop. Els simbols de Christoffel es poden calcular a partir de
I, i venen donats per

E F\ (T} T _ iE,
F G F%l F%z Fu*%Ev

Obs. La parametritzacié d’una esfera per coordenades

1
I‘12

1 1
§E'U F’U - §Gu
It

1 1
2 Gu 7Gv

2

esfériques geografiques, és a dir,
d(p,0) = r(cos pcosb,sin g cos d, sin )

amb o € S, 0 € ( z ’r) té simbols de Christoffel

T 202
I i\ 0 —tan@ 0
2 r3,]  \cosfsind 0 0

Obs. Si S és C3, aleshores pel teorema de Schwarz s’ha de

satisfer (¢uu)v = (¢uv)ua (¢vv)u = (¢uv)vy (nu)v = (nU)U«

Def. Anomenem equacions de compatibilitat a les equacions

1
I_‘12

2
7y

(¢uu)'u - (¢’uv)u = A1¢u + Bigp, +Cin=0
(¢vv)u - (¢uv)v = A2¢u + BQ¢17 + CQTL =0
(nu)v - (nv)u = A3¢u + B?)d)v + an =0

Prop. (equacié de Gauss). La curvatura gaussiana val

_ !

K, i

((F%)v — (T39)u + T3, + T1 T3, — TioI5, — P%2P%2)

Aquesta equaci6 s’obté d’imposar By = 0.

Th. (egregi de Gauss). La curvatura d’una superficie esta
determinada exclusivament per la primera forma fonamental.
Cor. SiT:S — S és una isometria local entre superficies C"
(r > 3) regulars a R3, aleshores cada punt p € S té la mateixa
curvatura gaussiana que h(p) € S.

Prop. No hi ha cap isometria entre una regié d’una esfera i
una regié del pla.

Prop. (equacions de Codazzi-Mainardi). Se satisfan

ev — fu =€l + f(I'Ty — 1)) — o'}
fo—gu=elsy+ f(I3, —T1y) — gT'],

Aquestes equacions s’obtenen d’imposar C; =01 Cy = 0.

Th. (fonamental de la teoria de superficies). Siguin funcions
E,F,GdeC" (r>2)ie, f,gdeC ! en V C R? domini, amb
1. matriu (£ £) definida positiva i

2. satisfent les equacions de Gauss i de Codazzi-Mainardi,
Aleshores, Vq € V existeix un entorn obert ¢ ¢ U C V' i

¢ :U — ¢(U) C R? difeomorfisme C™+! tal que ¢ defineix una
superficie regular C"*! amb

() ()
F G f g

A més, si prenem el domini obert U connex, i tenim una altra
superficie ¢ : U — (;3(U ) € R? amb mateixes primera i segona
forma fonamentals, aleshores existeix un moviment ¢ de R3 (és
a dir, ¥ = @ (é) +b on Q@ és ortogonal constant i b és
constant) tal que

o=1vo¢
Def. Diem que una superficie és desenvolupable si admet una
parametritzacié amb I = id.
Prop. Sigui S una superficie C" regular. Aleshores existeix
1. una parametritzacié tal que det I, = 1 localment.
2. una parametritzaci6 tal que I, = (Jg %) localment. Una

parametritzacié d’aquest tipus s’anomena isoterma.

Geometria diferencial de corbes discretes

Def. Anomenem corba discreta o corba poligonal a un conjunt

de punts ordenats ¥ = {vy,- - ,on}, v; € R3.
Def. Donada 7 = {v1,-- ,vn} corba discreta, anomenem

1. pla osculador de 7 en v; al pla que conté v;_1, v; 1 v;41.

2. vector binormal en v; a

(Uz‘ - Uifl) X (vi+1 - Ui)
[[(vi —vi—1) X (vig1 — )|

B; =

3. cercle osculador al cercle en el pla osculador que passa per
Vi—1, Vi 1 Viy1.-

4. radi de curvatura en v; al radi del cercle osculador en v;.

5. vector normal en v; al vector del radi de curvatura, és a dir,
—
v;0;
R e——
|[v: Ol

6. curvatura en v; a K; = on R; denota el radi de curvatura.

1
R.’
Obs. Una definicié alternativa de la curvatura, més naif, és

prendre I’angle que es gira en cada vértex.

La derivacié covariant

Def. La derivada covariant d’un camp vectorial C' tangent a S

sobre una corba v : [to, t¢] — S de classe C' és

n) n,

és a dir, la component de la derivada % que és tangent a S, ja

Di _dw _ (di
dt — dt dt

que n és Paplicacié de Gauss i (¥7- n)n és la projeccioé ortogonal
de 7 en la recta [n].

Obs. Donada S continguda en un pla, si @(t) és tangent a S
per a tot t € [to, ts], aleshores 2¥ = 42,

Obs. Cometem un abus de notacié identificant w(t) = w(v(t)).
Lema. Si el camp vectorial tangent w(t) esta definit en tot un
entorn obert de v C .S, aleshores la derivada covariant %B(O)
nomeés depeén de (0) i 4(0).

Def. Diem que el camp vectorial  tangent sobre « és paral-lel
si satisfa % =0, Vt € I = [ty,ts]. Equivalentment, diem que
W és paral-lel al llarg de ~(¢) si % és normal a S, Vt € I.
Prop. (existéncia i unicitat del transport paral-lel) Donat

pe S, wyeT,SiyCS corba regular amb (0) = p, existeix
un Gnic camp tangent w(t) tal que

1. w(t) és paral-lel sobre v i

2. W(0) = Wp.

Def. Donada 7 : [to,ts] — S anomenem

1. transport paral-lel de @y € T, S al llarg de v a w(ty) € T, S,

on w(t) és el camp paral-lel sobre v donat per w(ty) = wo.



2. transport paral-lel sobre v a ’aplicaci6 lineal

Tyt Tytg) S = Taep) S

wWo +— U_)'(tf)

Obs. La definicié de transport paral-lel s’estén de forma
natural a les corbes continues que sén C' a trossos composant
els transports paral-lels en els trossos C?.

Def. Donades dues corbes v : [to,tf] — S i7: [to,tf] — S,

anomenem composicié de v i 4 entesa en el sentit topologic a

t € [to, ty]

(YN(t) =19 _ . _
’y(t—tf-l—to), tG[tf,tf-i-tf—to]

tot suposant que (ty) = J(fo).

Prop. (propietats del transport paral-lel)

1. 75 =715 07y

2. 7, és una isometria entre T ,) S 1 T, ) S, és a dir, una

aplicaci6 lineal que conserva el producte escalar:

—

77(1251) . 7—/7(’1,(_}‘2) = 1171 *Wa, Vw’l,u‘ig S T'y(tg) S

Def. El transport paral-lel al llarg d’un cami tancat
v i to,ty] = S amb v(to) =v(ty) =p, 7y : Tp S = T, S
s’anomena holonomia.
Lema. Si la superficie S és orientada, aleshores ’holonomia és
una rotaci6 en T, S.
Prop. Donat @(t) = a(t)p, + b(t)d,, la seva derivada
covariant ve donada per
Dit
d—;" - (a + T}y + b + BTyt + BThy0) -+
+ (l} +al2 i+ al%y0 + 020 + bl“§2i;) o

Cor. w(t) és parallel <= se satisfan les equacions

a+al'lyi+ al'ly0 + byt + b3y = 0
b+ al2 i + al'2,0 + b 20 + bI2,0 = 0

que anomenem equacions dels camps paral-lels.

Prop. Una isometria local entre superficies conserva els
transports paral-lels, els camps paral-lels i les holonomies.
Obs. Donat un paral-lel v del con de revolucid, ’holonomia

sobre v és una rotacio d’angle —0, on # és ’angle d’apertura

del con, és a dir, 'angle que s’obté en “desenrotllar” el con
corresponent al vértex.

Prop. Si dues superficies S i S son tangents al llarg d’una
corba v, els transports paral-lels de S i S sobre 7 son iguals.
Obs. L’holonomia del paral-lel 6, de I'esfera amb ’orientacio

de la normal exterior és una rotacié d’angle —2m sin ;.

Geodésiques
Def. Una geodésica en una superficie S és una corba C?,
v [to, tg] — S, tal que el seu camp tangent 4 és paral-lel al
llarg de 7. Es a dir, v és geodésica si
D7y

E:O — LS <= =M

Obs.

1. Les geodeésiques del pla son totes les rectes.

2. L’equador és una geodésica de 'esfera.

Prop. 7 C S és una geodésica <= ||7|| és constant i té
curvatura geodeésica kg = 0.

Prop. v(t) = ¢(u(t),v(t)) és una geodésica <= satisfa

i+ Tha? 4 2T hu0 + T2 =0
¥+ T20% + 202,00 + T3,0% = 0

que anomenem equacions de les geodésiques.

Cor. Una isometria local envia geodésiques a geodésiques.
Prop. Donat p € S i un vector tangent wy € T, S, Ve > 0 prou
petit Iy : (—e,e) — S geodésica tal que v(0) = p i 4(0) = wo.
Obs.

1. Les geodeésiques del cilindre de revoluci6 son les rectes del
pla “enrotllades”.

2. Les geodésiques de l'esfera son els cercles maxims.

3. Les geodésiques d’una superficie de revolucio6
B(u,v) = (r(v) cosu, r(v)sinu, z(v)), v € (vo,vy),u €S

venen donades per
i+ 2700 = 0
. _ ’ _2 ’ I/+ r_ 1 .2 _
i+ (o) 2+ (i) 2 =0
en particular, tots els meridians soén geodésiques i un paral-lel

és una geodésica <= r'(v) = 0.

Th. (de Clairaut). Si en una superficie de revolucié S
parametritzem una geodésica 7 per 'arc i prenem «a(s) angle

entre la geodésica i el paral-lel a cada 7(s), aleshores

rcosa = C

on 7(s) = v/x2(s) + y2(s) amb v(s) = (z(s),y(s),2(s)) i C >0

és una constant.

Les propietats variacionals de les geodésiques

Def. Sigui 97 = {y:[0,1] — S classe C* | 7(0) = p,7(1) = ¢}
donats p, ¢ € S qualssevol.

Def. Una pertorbacié de v € {2 amb extrems fixos ¢s una
aplicacio T : [0,1] x [0,1] — S de classe C" tal que

1. I'(¢,0) = ~(¢), Vt € [0, 1].

2. I'(0,7) = ~(0), Vr € [0, 1].

3. T'(1,7) =~(1), ¥r €[0,1].

Sovint notem v, = T'(-, 7).

Def. Donada una pertorbacio I' de v € QF, w(t) = %(t, 0) és

el vector tangent a v donat per I'. D’aquesta manera,

I'(t,7) =T(t,0) + Z—l;(t, 0)7 + O(7%) = y(t) + w(t)T + O(7?)

Def. Anomenem espai tangent de (2 en la corba v a
T, Qb = {w :[0,1] — R3 ‘ w tangent a S, w(0) = w(l) = 0}

Def. Donada v € Q2 anomenem

1. energia de v a E(y) = fol [|%][2dt.

2. longitud de vy a £(y) = fol [|%]]dt.

Th. Donada una corba v € 28 sén equivalents

1. 7 és una geodésica.

2. 7y és un punt critic del funcional energia.

3. v esta parametritzada amb velocitat constant i és un punt
critic del funcional longitud.

Obs. Els punts critics de I'energia (o equivalentment de la
longitud amb velocitat constant) mai sén maxims locals.

Cor. Siuna corba v € Qfl’ és la més curta possible per anar de
p a qen S, aleshores és una geodésica (un cop parametritzada
amb velocitat constant).

Obs. Si prenem ﬁfl) = {corbes C" a trossos de p a ¢ en S} en

lloc de 27, el teorema anterior segueix sent cert.



L’aplicaci6é exponencial i les boles geodésiques
Lema. Donats pe S, W€ T, S i A €R, siguin vz i yaw les
geodésiques tals que

L. 75(0) =na(0) =p i

2. 4g(0) = @ 1 ag(0) = MD.

Aleshores tenim

Y (t) = v (At)

Lema. Donat p € S, 3¢ > 0 tal que tota geodésica v amb
~(0) =p i ||[¥(0)]] < € es pot estendre a un domini ¢ € (—2,2).
De fet, es pot triar € perqué valgui no només per p sin6 per a
tots els punts d’un entorn obert U C S seu.

Def. Anomenem aplicaci6 exponencial d'un punt p € S a

exp,: B:(0) C T, S — 8

W= g (1)

on € > 0 ve donada pel lema anterior.

Def. La imatge de ’aplicacié exponencial és una bola

geodésica de radi ¢ centrada en p. Notem exp,,(B:(0)) = B.
Lema. dexp,(0) = id.

Prop. (propietats de 'aplicacié exponencial).

1. exp,(0) = p.

2. Si fixem un vector ¥ € T, S amb |[[v]] < ¢, aleshores exp,, (1)
amb ¢ € [0, 1] formen una geodésica, un radi geodésic de la bola.
3. Les aplicacions exponencials dels punts de S es poden

enganxar en una aplicacié exponencial de §
exp: T,.8 = S
(p, @) = exp, (@)
4. Si encongim suficientment el radi € > 0, aleshores exp,, és un
difeomorfisme de B.(0) C T, S amb un entorn obert de p en S.
Obs. Donat p € S, un cop triat un radi r > 0 prou petit, la
bola geodésica B, de radi 7 > 0 en p és un obert de S que
queda parametritzat per
exp,: B.(0) C T, S — S
W = exp,, (W)

Def. La imatge per exp, de les circumferéncies donades per

{# € B.(0) | ||w]| = r fix} son les circumferéncies geodésiques,

que denotem per €,.

Def. Anomenem parametritzacié en coordenades polars

geodésiques d’una bola geodésica B, a

¢(r,0) = exp,(r(cosb,sind)), rel0,e),0eS"

Lema. Les circumferéncies geodésiques i els radis geodésics es
tallen ortogonalment.

Lema. [|¢,|| =1 independentment dels valors de r i de 6.
Prop. Donada B, bola geodésica d’'un punt p € S, els radis
geodeésics son les corbes de longitud minima que uneixen dues
circumferéncies geodesiques &, €., € B, on 0 <ry <71y <e.
Cor. Siguin p,q € S diferents tals que ¢ € B., on B, és la
bola geodésica de p. Aleshores el radi geodésic de p a q és
I"nica geodésica de p a ¢ continguda en la bola i és un minim
estricte dels funcionals d’energia i longitud.

Def. Diem que una geodeésica 7 : [to,t¢] — S és minima si té
longitud

inf

~ ~07 (o)
’YEQ“{(tf)

() = ds(v(to), (ty)) = (%)

Th. Tot arc suficientment curt de geodésica és minim.

Th. (“convexitat” de les boles geodésiques) Donat un punt

p € S amb bola geodésica B, de radi € > 01 q1,q2 € B,/ dos
punts qualssevol, existeix una tnica geodésica de ¢; a go
continguda en B, /3 i a més és minima.

Def. Una superficie S és completa si tota geodésica es pot
estendre indefinidament pels dos extrems fins a ser R el domini.
Prop. Tota superficie compacta és completa.

Lema. Si S és completa, aleshores per a tot p € S ’aplicacid
exp, esta definida en tot T) S.

Th. (de Hopf-Rinow) Si S és una superficie completa, donats
dos punts qualssevol hi ha una geodésica minima entre ells.
Cor. Si S és connexa i geodésicament completa, aleshores exp,

és exhaustiva Vp € S.

El teorema de Gauss-Bonnet
Def. Una holonomia en una superficie orientable és una

rotacio d’angle ®, que anomenem angle d’holonomia (o fins i

tot holonomia).

Obs. Tota geodésica tancada té angle d’holonomia ¢ = 0.
Obs. Donada S superficie orientable, el transport paral-lel al
llarg d’una corba poligonal geodésica tancada té angle
d’holonomia ® = —“suma dels angles de gir orientats de la

corba”.

Def. Per v : [to,tf] = S corba C" regular, una base ortonormal
C" sobre y s6n dos camps vectorials ey (t), ez(t) € T,y S de
classe C" tals que

1, sii=j
ei(t) - e;(t) = 0y = L
0, sii#j
Obs. Tota corba C” regular admet una base ortonormal.
Def. Donada e;(t), e2(t) base ortonormal C” sobre 7,

anomenem densitat d’holonomia a ¢(t) = ey - é3 = —é3 - €.

Obs. Donat w(t) camp vectorial tangent en y(¢) podem
escriure w(t) = r(t)(cosO(t)e1 (t) + sin(t)ea(t)).

Bar = —p(t)es i B2 = p(t)er.

Lema. w(t) és parallel <= r(t) = r¢ constant i § = .

Lema.

Obs. La densitat d’holonomia de v és independent de la
parametritzacio llevat del signe, que canvia en canviar
Porientacié de S sobre .

Prop. L’angle d’holonomia sobre una corba C” tancada

vt [to, tf] = S ve donat per

o= /tf o(t)dt

to

Cor. L’angle d’holonomia sobre una corba C" a trossos
tancada v : [to,tf] — S ve donat per

ty m
b = / o(t)dt — Zaj
to =

on a; és I'angle de gir en el vértex j-ésim, i  té discontinuitats
en tl,tg, cee 7tm-
Def. Diem que una parametritzaci6 regular ¢ : R — S de S és

ortogonal si ¢, - ¢, = 0 en tot R, és a dir, si

E 0
=1y ¢

Lema. Si W, W s6n camps vectorials de classe C" tangents a
S 1 linealment independents en p € S, aleshores existeix una
reparametritzacio é d’un entorn obert p € U C S tal que

ba = My 1 by = pda.

Prop. Sigui S superficie regular de classe C" (r > 3). Per a tot
punt p € S existeix un entorn obert p € U C S que admet una

parametritzacioé ortogonal.



Lema. Si § esta parametritzada ortogonalment, la densitat
d’holonomia al llarg de v(t) = ¢(u(t),v(t)) ve donada per

E, . G, .
T oVEG  EG

En particular, la densitat d’holonomia esta determinada per I.

o(s)

Prop. Siy C S és una corba regular C" parametritzada per
l’arc, S esta parametritzada ortogonalment i considerem la
base ortonormal associada e; = Hﬁ—“u ieg = ﬁ, aleshores

té curvatura geodésica

rg(s) = 0(s) — p(s)

Th. (de Gauss-Bonnet, versid local amb holonomia). Sigui
~ C S corba C" tancada simple (no s’autointerseca) la vora

d’una regié d'un I' C S en la que S admet una parametritzacio

//FKdAztb

on ¢ denota I'angle d’holonomia de ~.

ortogonal. Aleshores

Th. (de Gauss-Bonnet, versid local amb curvatura geodésica).
Sigui I" una regi6 contractil de R amb vora C” tancada simple

tal que S admet una parametritzacié ortogonal en I'. Aleshores

//KdAIZTI'—/ Kgds
r or

Th. (de Gauss-Bonnet, versid local amb vora C™ a trossos).
SiguiI' C R 2y S una regi6 del domini de S en la que S admet
una parametritzaci6é ortogonal, i tal que és contractil i té vora

~v = JI" corba tancada simple, C" a trossos. Aleshores

KdAZQTF—/ Kods — o
/I o= 3o,

on aq,...,Qp, son els angles de gir de 7 en els punts tq,...,t,,
en qué v té discontinuitats.

Def. Un poliedre 2-dimensional és una uni6 finita de triangles

en R™, P = U7, tal que donats dos triangles amb i # j,

a, o bé
TiNT; = vértex, o bé
aresta.

Def. Una triangulacié o mallat triangular C" d’una regid

I' € S és un homeomorfisme h : P — IT", on P és un poliedre
2-dimensional tal que la restriccié de h a l'interior de cada
triangle i de cada aresta de P és C".

Lema. Donat un recobriment per oberts % = {U;},.; d'un
poliedre 2-dimensional P, existeix un valor de NV € N pel qual
la N-ésima subdivisié baricéntrica de P, que denotem per

sd™ (P), té tots els triangles continguts en algun obert de % .
Th. (de Gauss-Bonnet, versié global). Sigui S superficie
parametritzada regular C" i I' C S regié triangulable orientada,
amb vora C" a trossos (r > 3) i a1, ..., q,, angles de gir de JT.

Aleshores

/ Kgd8+// KdA—i—Zaj =2mx(I)
or r

j=1
on x(I') = #vertexs — #arestes + #triangles és la caracteristica
d’Euler de I" per h : P — I triangulacié C".

Lema. Si v és una geodésica de S, aleshores k, = 0.

Cor. Si S és una superficie amb curvatura gaussiana K < 0,
aleshores cap geodésica tancada simple C™ de S pot ser vora
d’una regi6é contractil.

Cor. Si S és una superficie compacta, connexa, sense vora,
orientable i de génere g > 1 a R3, aleshores K, < 0 en algun
punt p € S.

Cor. (formula de 'excés). Sigui S superficie regular C” i

A C S un triangle geodésic amb angles interiors S, B2 i f3.

Aleshores

51+52+53—W=//AK(1A

Les superficies amb curvatura constant

Def. Anomenem superficies amb curvatura constant a aquelles
superficies que tenen la mateixa curvatura gaussiana K en tots
els punts.

Th. (de Minding). Siguin S i S superficies en R3 de classe C"
(r > 3) regulars amb parametritzaci6 injectiva i curvatures de
Gauss K i K constants. Aleshores existeix una isometria local
entre entorns oberts pe U C SigeV C Speratotpe Si

q € S qualssevol <— K = K.

Cor. Si S té curvatura gaussiana constant K, aleshores donats
dos punts p, q € S qualssevol existeix una isometria entre
obertspe UC SiqeV CS.

Prop. Si S té curvatura constant K, aleshores admet un
reescalat S amb curvatura o bé K = 1, 0 bé K= 0, o bé
K=-1.

Superficies amb curvatura K =1

Obs. Pel teorema de Minding, tota superficie amb K > 0
constant és localment isométrica a una esfera de radi r = \/%,
ja que la curvatura gaussiana d’una esfera de radi r és %2
Prop. (propietats de les esferes).

1. S? és completa i, pel teorema de Hopf-Rinow, la distancia
interna entre dos punts és la longitud d’una geodésica que els
uneix.

2. Les esferes tenen O(3) = {matrius 3 x 3 ortogonals}, el grup
d’isometries, que opera transitivament en 1’esfera.

3. Donada una geodésica completa v C S? i un punt p € S? tal
que p & 7, no existeix una geodésica completa ¥ C S? que passi

per p i no talli v.

Superficies amb curvatura K =0

Obs. Els plans tenen curvatura K = 0.

Prop. (propietats dels plans).

1. R? és complet.

2. R? té grup d’isometries O(2) x R? = “aplicacions lineals 2 x 2
ortogonals, seguides de translaci¢”, que actua transitivament.
3. Donada r C R? geodésica completa i un punt p € R? tal que
p & r, existeix una tnica geodésica completa 7 C R? que conté
p i no talla 7.

Def. Diem que una superficie és desenvolupable si és localment
isométrica a R2.

Obs. Pel teorema de Minding i el teorema egregi, ser
desenvolupable és equivalent a tenir curvatura constant K = 0.
Th. Una superficie regular C", S CR3t¢ K =0 <= S és
reglada, de manera que el vector normal unitari n és constant

en cada recta del reglatge.

Superficies amb curvatura K = —1
Obs. La pseudoesfera, que és la superficie de revolucio de la

corba tractriu
~(t) = (sint, cost + log(tan(t/2)), 0)

respecte I'eix OX té curvatura K = —1, perd no és completa.
Obs. Tota S C R? té curvatura K > 0 en els punts p € S que

son maxims locals de ||p||, de manera que si S és compacta,



aleshores K > 0 en algun punt.
Def. Anomenem pla hiperbolic al pla H? amb la métrica I,, on

1
= 0
H2:{(u,v)eR2|v>0}, Ip(uw)—(’g 1)
v2

és a dir, definim

9 9 1 9 9 2 9 1

du Ou 0¥ Ou ov

v v P

Obs. Els angles en el pla hiperbolic son els mateixos que en el
pla euclidi (el canvi de métrica és una transformacié conforme).
Prop. (propictats de H?).

1. H? té curvatura gaussiana K = —1.

2. Els simbols de Christoffel de H? sén

I I3 _ 0 *% 0
3 I3, ;0 =

3. Les equacions de les geodésiques en H? son

1
1—‘12

2
7y

i — 2% =0

b+ 102 —0?) =0
Obs. () = (ug, Ce®)y2 és una geodésica de H?, amb
velocitat escalar |a.
Obs. Podem identificar H? = {z € ImC | Im z > 0}.
Def. Per (2%) € GL(2,R) = {matrius 2 x 2 reals invertibles}
definim la seva transformacié de Mobius com

, VzeC

Prop. Si (24%) € GL(2,R), aleshores

1l.det A>0iImz>0 = Im(Ta(z)) > 0.

2. TyoTp =Tap.

3. Tha =Ty, VA€ R\{O}

Prop. Les transformacions de Mdbius sé6n isometries de H2.
Obs. Com que H? C C C PL = CU {oc}, té sentit recordar
1. La rao doble de 4 punts z1, 22, 23, 24 € P§ és

Z4— 21 23 — 22

(211291231 24) =
3 T R1 74— %2

2. 21,292,231 z4 estan alineats o bé es troben sobre una

circumferéncia <= (21 :22:23:24) €R.

3. Les transformacions de Mébius son les projectivitats de Pg
que envien H? a OH? (ja que soém les que envien 0, 11 oo a
nombres reals) = conserven la raé doble.

Th. Les geodésiques en el pla hiperbolic H? sén

1. Les rectes verticals.

2. Els semicercles que tenen els dos extrems a OH?2.

Prop. (propietats de la métrica hiperbolica).

1. ultraparal-lelisme: donada una geodésica completa v i un
punt p € H? tal que p ¢ v, existeixen infinites geodésiques
completes 4 > p que no tallen 7.

2. donats p # ¢, existeix una tunica geodésica de p a ¢ i aquest
arc té longitud ¢(v) = d(p,q) =log(p:q:a:b),on aib son les
interseccions del semicercle geodésic amb {y =0} (o bé c € R i
oo si p i g estan verticalment alineats amb c).

Th. (de Riemann). Tota superficie de Riemann (holomorfa)
compacta, connexa, sense vora i de génere > 1 admet un
embedding en P} amb una métrica de curvatura K = —1.
Obs. Per trobar superficies de curvatura negativa hem de

mirar més enlla de R3.

Resultats de problemes

Corbes

Corbes en el pla R?

Obs. Sigui (t) = (sint,cost + log(tan(¢/2))), 0 <t < m, la
corba tractiu. -y satisfa les segiients propietats.

1. ¢ és angle que OY determina amb el vector (t).

2. Donat un punt p de la tractriu, la distancia entre p i la

interseccié amb OY de la recta tangent a v en aquest punt és 1.

Obs. Donada «(t) = (¢, f(¢)) on f: I — R és regular, la
curvatura de v ve donada per

f//
T+ PP

Prop. Si -~y té curvatura s constant i

1. k =0, aleshores v és un tros de recta.

2. k # 0, aleshores 7y és un arc de circumferéncia de radi %
Prop. Donada « corba regular, totes les rectes normals a =y
passen per un punt p € R? <= v és un arc de circumferéncia

amb centre en p.

Corbes en l’espai R?

Prop. 7 és una corba plana <= 7 =0.

Prop. Si tots els plans osculadors d’una corba birregular ~
passen per un punt, aleshores v és una corba plana.
Obs. Sigui v tal que 7 # 01 & # 0. Aleshores «y esta sobre una

N2
esfera <— RQ—}—(%R) =a2,0nR:%ia€R.

Superficies a R?

Def. Donada « : I — R3 anomenem superficie tangent a ~ a

¢(u,v) =~(u) +vy(u), wel,v>0

Obs. Sigui ¢ la superficie tangent a una corba =y

1. Si % 14 sén linealment independents per a tot u € I,
aleshores la parametritzacié és regular.

2. Els plans tangents al llarg de {u = ug} coincideixen.
Prop. Totes les rectes normals d’una superficie regular tallen
una recta fixa <= la superficie estd continguda en una
superficie de revolucio.

Th. (de Pappus). Sigui S una superficie de revolucié amb
corba generatriu v parametritzada per l’arc, de longitud L. Si

p(s) és la distancia des de (s) a l'eix de rotacio, aleshores

L
Area(S) = 27r/0 p(s)ds

Obs. L’aplicacié antipodal A : S? — §2, definida per p — —p,

és un difeomorfisme i canvia 'orientacié de ’esfera.

Teoria local de superficies

Def. Anomenem parametritzacié de Mercator de I’esfera S? a

¢(u’ ’U) =

coshu

(cosv,sinv,sinhu), we€R, vel0,2m)

Obs. Sigui ¢ la parametritzacié de Mercator de S2. Aleshores
¢ és una aplicacié conforme entre el pla i S? i envia rectes del

pla a loxodromes de S2.

Obs. El tor T = {(m,y7z) ERY| (Va2 +y2 —a)?+ 22 = 7“2}

es pot parametritzar com

#(u,v) = ((a + rcosu) cosv, (a + rcosu)sinv, rsinu), wu,v€ S

Obs. Donada S superficie de revolucio, la imatge per n d’un
parallel de S és un paral-lel de S? i la imatge d’un meridia de

S és part d'un meridia de S2.

Obs. Sigui h : R* — R? una homotécia h(p) = cp amb
c € R\ {0}. Si S és una superficie regular, aleshores S = h(S)
també ho és i f(q = C%Kp i fIq = %Hp, on q = cp.



Prop. Donada S superficie,

= o [ sl = ”
=— | kn(d)dd=—
LY s " 21 Jo

on S; denota el conjunt de vectors tangents a S de modul 1 en

(ky cos? 0 + ko sin® 6)d6

elpunt pe S.

Def. Donada una superficie .S, diem que una corba v C S és
una corba asimptotica de S si k, = 0.

Prop. Sigui S una superficie i v C .S una corba. Si S és
tangent a un pla al llarg de +, aleshores tots els punts de v s6n
parabolics o plans.

Prop. Si S; talla Sy en una corba v, aleshores x(p) amb p € v

ve donada per l'equacid

2.2 2 2
K™ Sin® 0 = £, | + K, o — 2Kp 1602 cOS 0

on Kp,1 1 Kn,2 son les curvatures normals de v a S7 i 52 en

p € 7, respectivament, i 6 és I’angle que formen les normals a
S118 en peE~y.

Prop. Donada una parametritzaci6é de S, els punts umbilicals

de S queden caracteritzats per

Gf—Fg=0
—Fe+Ef=0
Ge—FEg=0

o equivalentment, si F, F, G # 0,

e_Jf_9

E F G
Prop. Si tots els punts d’una corba v C S sén plans, és a dir,
k1 = ka = 0 en tota la corba, aleshores la corba és plana.
Prop. S superficie connexa esta continguda en una esfera o en
un pla <= tots els punts de S s6n umbilicals.
Prop. (equacié de Gauss en coordenades ortogonals). Donada
una parametritzacié de S en coordenades ortogonals, és a dir,

F =0, aleshores

6= soee () - (%))

Def. Diem que una superficie S és minimal si H = 0.
Obs. Donada una parametritzaci6 isoterma ¢ de S, és a dir,
talque E=Gi F =0,

1. (¢uu + (z)vv) : ¢u =0i (¢)uu + ¢vu) . (1571 =0.

2. S és minimal <= ¢y, + Puy = 0.

Obs. Les segiients superficies satisfan

1. el-lipsoide: tots els punts son el-liptics.

2. hiperboloide de dues fulles: tots els punts son el-liptics.
3. cilindre: tots els punts soén parabolics.

4. paraboloide hiperbolic: tots els punts sén hiperbolics.
5. paraboloide el-liptic: tots els punts sén el-liptics.
Prop. Donada ¢ parametritzacié d’una superficie S, una

corba v(t) = ¢(u(t),v(t)) és linia de curvatura si, i nomeés si,

02—
0=|E F G
e f g

Prop. Donada S superficie parametritzada,

1. Siles corbes u = ug i v = vg son linies de curvatura i la
superficie no té punts umbilicals, aleshores F' = f = 0.

2. Si F'= f =0, aleshores les corbes u = ug i v = vy son linies
de curvatura amb k; = £ i ky = %.

Prop. Si ¢ és una parametritzaci6 isoterma de S, és a dir, tal
que A := E =G i F =0, aleshores

1
K = —ﬁA(log A),

92 82 N
on A = 5az T 5,z s I'operador laplacia.

Transport paral-lel i geodésiques

Prop. Sigui S una superficie

1. Siy C S és una geodésica plana que no és una recta,
aleshores és una linia de curvatura.

2. Si S és connexa i les seves geodésiques son totes planes,
aleshores S és un tros d’una esfera o d’un pla.

Lema. Si+ és una geodeésica d’una superficie S, aleshores
kN = +kn en els punts de 7.

Prop. Suposem que dues superficies regulars S; i Sy son
tangents al llarg d’una corba . Aleshores,

1. el transport paral-lel al llarg de v és el mateix per S7 i S.
2. 7y és una geodésica de S; <= ho és també de Ss.
Obs. Si S és una superficie simétrica respecte un pla II,
aleshores la corba intersecci6 v és una geodésica.

Obs. Si ¢(r,0) és la parametritzacio geodésica polar d’una

superficie S al voltant d’un punt p € S, aleshores

lim R(r,0)

r—0t r3

1
\/5:7"7EK][,?“3+R(T79)7 =0
Obs. Donada una corba 7(s) parametritzada per 'arc d’una
superficie S, W =n x T és paral-lel al llarg de v <= ~ és una

geodésica.

Alguns resultats previs de topologia

Th. (de Rado) Si S és una superficie compacta connexa,
aleshores és triangulable.

Prop. La caracteristica d’Euler d’una superficie compacta
connexa és invariant per triangulacié i homeomorfisme.

Th. Dues superficies compactes i connexes S i S son
homeomorfes <= x(S) = x(9) i son totes dues orientables o
bé totes dues no orientables.

Def. Anomenem superficies estandard a S2, ¢T i gP?, g > 1.
Prop. (propietats de les superficies estandard)

1. 8?1 gT? s6n orientables i x(S?) =2 i x(gT?) =2 — 2g.

2. gP? s6m no orientables i x(gP%) =2 — g.

Th. (de classificaci6). Si S és una superficie compacta i
connexa, aleshores S és homeomorfa a una tnica superficie
estandard.

Obs. No existeix cap embedding de gP? en R3.

Gauss-Bonnet i superficies de curvatura constant
Prop. Si S és una superficie compacta i orientable no
homeomorfa a 82, aleshores té punts el-liptics, hiperbolics i
plans o parabolics.

Lema. Si S és una superficie compacta connexa amb K > 0 a
tot arreu, aleshores és homeomorfa a S2.

Prop. Si S és una superficie compacta amb K > 0 a tot arreu,

aleshores tot parell de geodésiques es tallen.

Recull de formules
Triedre de Frenet

Amb parametre arbitrari

. Lk
7= — B=1X7  N_BxT
711 15 > 41|
s v x Al _det(%,%,7)
v7||fY||7 R = 3 9 T = B =112
v |15 < Al



T = +vkN
N = —vxT +vrB
B= —uTN
Amb parametre arc
_ ¥ _
T=5, N=—", B=TxN
(1511
v=1,  s=|[T|[=]4l, 7=-B-N
T = +rN
N =—«kT + 7B
B= —7N
Primera forma fonamental
u X Py
¢:RCR*— SCR? S =[pu, ], n=71—F17
D@m= I g
E F
IP_(F G)a E=0¢, ¢u, F=0¢, ¢y, G=0y b,
t .2
I
:/ VE@® + 2Fub + Gi?dt,  cosa = p,(%?)
0 Ledlliedl

Area(S) = / ||u X o |dudv = / V EG — F2dudv
R R

Segona forma fonamental

n:8— 8% dn(p): TS = TpS, sp(w)=—dn(p) @
IIp: ° f 3 e:n'¢uuv f:n'¢uv» g:n'¢vv
f g
Ep_IAIIPZL eG— fF fG—gF
p EG—-F? \ fE —eF gE - fF

Triedre associat a una superficie

¢uu = F%lqﬁu + F%ﬂi’v +en
Puv = F%2¢u + P%Z@) + fn
¢1m = F%2¢u + F%2¢v +gn

E F\ (T Tiy Ty _ 3B 2By Fy—35Gy
F G)\1% 13, T%,) \F.—3BE, 3G 3G
Curvatures
K= 91" _ leG-2fF+gF
" EG-F?’ T2 EG-F?
kl:Hi\/m, KN:Knn+ﬁanT7 K/2:’<‘:12’L+H37
d6

Kg ——— (G — Eyu), amb 0 =angle(y,¢,)1 F =0

1
“@ 2WEG

Equacions de compatibilitat
L’equaci6 de Gauss és

1
E
Les equacions de Codazzi-Mainardi sén

Kp = ((P%)v - (Ffz)u + Fhrfz + F%lrgz - F%QF%I - P%zl—‘%z)

~Th) -
—Tiy)

— fu=elly + f(T'%, gTH

fo—gu = €Dy + f(T'5, — 9T},

Derivada covariant, equacions geodésiques
Siw(t) = a(t)dy + b(t)dy, aleshores
Diit
d—z” - (a +aly i+ allyo + bl a + br§2@) but
+ (b Fal2i+ al2y6 + bl + br§2z>) o
Les equacions de les geodésiques sén

U+F 17.'1/ +2F QU'U"FFQQ'U =0
¥+ T3 0% + 202,00 + T3,0% =0

Algunes férmules en sistemes ortogonals (F' = 0)

—0)

Triedre associat a una superficie (F

Qbuu = %¢u - %va +en
¢uv = %¢u + %(bv + fn
¢vv = _%¢u + %¢v +gn

Equacions de compatibilitat (F = 0)
Si F =0, 'equacié de Gauss és

EU

K"“z&((@)ﬁ(%)u

Si F' =0, les equacions de Codazzi-Mainardi s6n
_ B, Gy
o~ fu _eﬁ+f(% 2E) +9%4

o= e (% ) o

Derivada covariant, equacions geodésiques (

Si F'=01d(t) = a(t)p, + b(t)p,, aleshores

D E, E Gy .
+(Z'J—aEU' G—v—}—bG—u—}—bﬂv
2G 2G 2G 2G

Si F =0, les equacions de les geodésiques son

" E, G
u+2Eu + uv——QEv =0
. E u _
U — 2Gu + uv—l— v =0

Nom:

)

F=0)

o) ot
)o.




