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L’equacio6 del transport lineal

Obs. Podem pensar que u = u(z,t) € R és la quantitat d’aigua
per unitat de longitud que passa per cada punt x € R d’'un tub
en un instant de temps ¢, on 'aigua es mou a una velocitat c.
Obs. Amb la consideracié anterior arribem a

b

o u(z,t)dx = cu(a,t) — cu(b,t), V(a,b) CR,VteR

Def. Anomenem equaci6 del transport lineal a u; + cu, = 0.

Def. Considerem una equaci6 del transport entesa en un sentit
meés general, és a dir, a(z, t)u, + b(z, )u, + d(z, t)u = f(x,t).
El métode de les caracteristiques consisteix a restringir u sobre

una familia de corbes y(\) tals que la funcio w(\) = u(y(N))
satisfa w'(X) = a(y(A))uz (7(N)) + b(v(A))ur (v(N)) 1 reconstruir
u a partir de les restriccions a cadascuna de les corbes. Les
corbes v(A) reben el nom de corbes caracteristiques.

Obs. Per trobar v(\) = (z(\),#(\)) ens caldra resoldre 'EDO

z'(A) = a(z(N), t(N)),
z(0) = o,

t'(A) = b(z(A),t(N))
£(0) = to

Després resoldrem w’ = f(v()\)) — d(v(\))w amb condicions
inicials adients per trobar u a cadascuna de les restriccions.

Obs. Per exemple, donat

ur+cu, =0, xR t>0

PC
e u(z,0) = g(z),

z€eR

podem considerar {y(\) = (zg + A, A),A >0 | zg € R}.

Def. Diem que u és una soluci6 classica de (PC') si satisfa
(PC) puntualment i u € CH(R x (0,+00)) NCO(R x [0, +c0)).
Habitualment direm només que u és una solucié de (PC).
Prop. Donada g € C!(R), existeix una tnica solucié de (PC) i
ve donada per u(x,t) = g(x — ct). De fet, resol 'EDP Vt € R.
Obs. Aquesta proposicié es pot generalitzar a x € R™ prenent
Pequacié uy + & Vu = 0 i la condici6 inicial u(z,0) = g(x).
Obs. Si la velocitat de l'aigua ¢ = ¢(z,t) varia obtenim

b

u(x, t)dx = c(a,t)u(a,t) — c(b, t)u(b,t)

dt J,
i amb aixo
(PC— OV) ur+ (cu)y =0, z€Rt>0
u(z,0) =g(z), z€R

Obs. Si ¢ és globalment Lipschitz, aleshores (PC — CV) té
una dnica solucié a tot el pla (z,1).

Prop. Sigui u € C}(R x R) soluci6 de (PC —CV) on g > 0 té
suport compacte. Aleshores fR u(z,t)dz és constant en t € R.
Obs. La proposicié anterior ens diu que la massa es conserva.
Def. Definim [[ulcs ) = 5Upycs [10()] + s, cx [0/ (2)].
Def. Donat un problema amb solucié tinica u, anomenem
semigrup a temps t i denotem per T} I'aplicacié que envia la
condici6 inicial g a u(-, t).

Prop. Donat (PC) amb g € C}(R), T} : C}(R) — C}(R) satisfa
TioTs =Ti1s, per atot t,s > 0.

Obs. El resultat també serveix per EDOs en espais de Banach.

Def. Diem que una funcié és localment integrable si ho és en

tot compacte.

Def. Diem que u és una soluci6 generalitzada del (PC) si

V¢ > 0 i gairebé per a tot (a,b) C R tenim que u(-,t) és
localment integrable en x, f; u(x,t)dx és derivable quasi per a

tot ¢ 1
b

pn u(z,t)dz = cu(a,t) — cu(b, t)

Def. Anomenem equaci6 de transport no homogénia a

ut+5~§u:f(1:7t), reR"teR

(PCNH)
u(z,0) = g(x), reR"

Def. Anomenem férmula de Duhamel a

u(a,t) = (Tig)(x) + /0 (Tr—of (- 9)) (@)ds

Prop. Sige CYR")i f € C°O(R™ x R), 3w € C}(R" x R)
solucié del (PCNH), donada per la formula de Duhamel. Si a
més g i f son fitades, aleshores ||u(-, T)|lco < [|9lloo + 1T flo0,
VT € R.

Def. Un problema d’EDPs de valors inicials és well-posed si

1. Existeixen solucions.

2. Les solucions sé6n tniques.

3. Existeixen certes fites d’estabilitat.

EDOs en espais de Banach
Def. Un espai de Banach és un espai normat i complet.
Def. Un espai de Hilbert és un espai euclidia (E, (-,-)) tal que

(E,||-|]) és complet, on || - || és la norma induida.

Obs. ZP(Q) amb Q CR™ obert i 1 < p < +00 és un espai de
Banach amb || - ||,. L'tnic amb producte escalar és £%(1Q).
Obs. Sigui F espai vectorial. Totes les normes sén equivalents
+—= dim EF < 4o0.

Prop. Sigui A: F — F una aplicacio lineal entre espais de
Banach. A és continua <= 3C > 0 tal que ||Au||r < C||ul|g
per a tot u € F.

Cor. A lineal continua = A globalment Lipschitz.

Def. Donat (E, || -||) espai de Banach i A: E — E aplicacié

lineal, definim el segiient problema per u = u(t) € £

uy = Au, tel

(EDO)
u(0)=g€E

Prop. Si laplicaci6 lineal A és continua, 3lu = u(t) € E que és
solucio de (EDO), donada per u(t) = e*4g.
Def. Donat (E,|| -||) espai de Banach i H : E — E aplicaci6

qualsevol, definim el segiient problema per u = u(t) € £

ug = H(u), ted

(EDONL)
u(0)=g€FE

Th. (de Picard). Sigui H localment Lipschitz. Existeix un
petit interval 0 € I C R on (EDON L) admet una tnica solucio.
Obs. Si E=C([0,1]) o E = £2(0,1), loperador P: E — E
definit w — (Pw)(z) = [} w(y)dy, Vo € [0,1], és lineal i
continu.

Obs. En CY(I) i £?(I) Iaplicacié w +— w’ no és endomorfisme.
A més, si fos un endomorfisme no seria continua.

Obs. Considerem ara el problema general

up = Au+ N(u),
u(0)=g€FE

tedJ
(EDO)

on A és aplicaci6 lineal i N és no lineal. Per resoldre (EDO):
1. Si A és continua...

(a) i N = 0: tenim una tnica soluci6 u(t) = e*4g.

(b) i N és constant: tenim una soluci6 tnica fent variacio de
les constants, que ens dona la férmula de Duhamel.

(c) 1 N #0 és localment Lipschitz: com que A és globalment
Lipschitz podem aplicar el teorema de Picard.

2. Si A no és continua...

(a) i N = 0: no tenim un teorema d’existéncia i unicitat

general, ens el podem intentar fabricar inspirant-nos en Picard.



(b) i N és constant: si aconseguim un teorema d’existéncia i
unicitat per N = 0, podem obtenir la solucié amb la férmula de
Duhamel.

(c) i N # 0 localment Lipschitz: si aconseguim un teorema
d’existéncia i unicitat per N = 0, podem muntar un problema
de punt fix pensant N(u) com a font i utilitzant la férmula de
Duhamel. Ens convindra que el semigrup 7} sigui continu.
Obs. En general, quan ens trobem en el cas 2¢ farem

i. Escollir 'espai de Banach E (que contigui la condicié inicial).
ii. Estudiar el semigrup lineal T; associat a u; = Au, que
voldrem que sigui continu.

iii. Equaci6 del punt fix ¢ : Bg(h) C F — Bgr(h) C F, on

F =C(I,E). Generalment prendrem h =00 h = g.

iv. Bscollir R > 0 que faci que ¢(u) € Br(h), Vu € Bgr(h).

v. Escollir I C R que garanteixi que ¢ és una contraccio.
Obs. Si N és globalment Lipschitz es pot utilitzar ¢ : FF — F.

Equaci6é d’ones

Equaci6é d’ones en una dimensié

Obs. Podem pensar que u = u(z,t) € R és Palgada en el punt
z € R ilinstant ¢ € R d’una corda flexible i elastica de densitat

po 1 tensio 7y que fa petites vibracions. Amb aixd obtenim

b b b
/po(a;)utt(x,t)dz:/ ToUgs (z, t)dz + [ f(z,t)dx

a

on f son les forces externes. Si suposem que pg és constant i

definim ¢ = ;—0 arribem a ’equacié d’ones.

Def. Anomenem equacié d’ones a uy — gy = f(z,1).
Corda infinita
Def. Definim el problema
Ut — CUge =0, z€R,tER
(PC) { u(z,0) = g(z), =zeR
u(x,0) = h(z), z€R

Obs. No podem resoldre aquest problema utilitzant un espai
de Banach adequat, ens cal ser creatius.
Def. Anomenem férmula de d’Alembert a I’expressio

x+ct

h(y)dy

—ct

t) = 3(o(e =) +gla+ )+ o [

Prop. Donades g € C%(R) i h € C*(R), 3lu € C*(R x R) soluci6
del (PC), que ve donada per la formula de d’Alembert. Si a
més ¢ i h son fitades, |[u(-, 7)o < ||9]lco + |T||]P||cos YT € R.
T)lloe < ellg'lloo + [[hlloe, ¥T € R.

Si també ho és ¢’ [|u(-,
Obs. El semigrup soluci6 és un endomorfisme continu
T;: CZ(R) x Cp (R) — CF(R) x Cy (R)
(gv h) = (’U,(, t)v ut('7 t))
Obs. Totes les solucions Cz(]R x R) de uy — Uy, = 0 s6n de la
= F(z—ct)+G(x+ct). A més, amb F,G € C*(R)
= F(z — ct) + G(x + ct) és solucio.

Del que acabem de veure podem interpretar que u es pot

forma u(z,t)
qualssevulla, u(x,t)
Obs.
expressar com la superposicié de dues ones viatgeres F' i G que
es desplacen a una velocitat ¢ en direccions oposades.

Obs. Per a tota u(z,t) = F(xz — ct) + G(x + ct) solucio6 de

Ut — gy = 0 tenim u(A) + u(D) = u(B) + u(0).

Def. Anomenem domini de dependéncia de (z,t) del punt x

respecte el temps ¢ a Uinterval [z — ct, z + ct].

Def. Anomenem rang d’influéncia a temps ¢ del punt x( al
sector xg —ct < x < xg + ct.

Def. Definim el problema

U — CUgy = f2,t), TERELER
(PCNH) S u(x,0) = g(x), z €R
ut(x,0) = h(z), zeR

Def. Anomenem férmula de d’Alembert-Duhamel a

x+ct
u(xz,t) = %(g(m—ct)+g(w+ct))+%/ h(y) du+—// o

xr—ct

onT(z,t) ={(y,s) | 0<s<t,x—c(t—s)<y<z+c(t—s)}.
Prop. Sige C?(R), h € C}(R)i f € C}(R x R), aleshores

Jlu € C?(R x R) solucié del (PCN H), donada per la formula
de d’Alembert-Duhamel.

Obs. Sigui w una solucié particular de us — Uy, = f(z,1), és
a dir, que no necessariament satisfa les condicions inicials de
(PCNH). Aleshores la solucié de (PCNH) es pot expressar

com u = v + w, on v és la solucié de

Vgt — gy = 0, reRteR
v(z,0) = g(z) —w(z,0), ze€R
ve(z,0) = h(x) —we(x,0), z€R

Corda semi-infinita

Def. Anomenem condicions de Dirichlet a les condicions que
fixen la posici6 de la corda u(0,t) = d(t), Vt € R.

Def. Anomenem condicions de Neumann a les condicions que
fixen I’angle de la vora de la corda u.(0,t) = n(t), Vt € R.

Def. Direm que les condicions de Dirichlet sébn homogénies si

d = 0 i analogament, direm que les condicions de Neumann s6n
homogeénies si n = 0.
Obs. Sigui u soluci6 4nica d'un (PCNH). Sig, hi f(-,

funcions parelles, senars o L-periodiques en x € R, aleshores

t) sén

u(+,t) també sera parella, senar o L-periodica, respectivament.

Def. Definim el problema de Dirichlet homogeni en la corda

semi-infinita com

utt_czuzz:f(xvt)v HUZOJER
0,t) =0 teR
(psnd 00
u(m,O):g(x), x2>0
u(z,0) = h(z), x>0

Obs. Considerem les reflexions senars de g, h i f(-,t), que
denotarem gs, hs 1 fs(-, ), respectivament.

Prop. Si g € C?([0,00)), h € C}([0,00)) i f € C}([0,00) x R), i
definim @ prenent les extensions senars de g, h i f(+,t) a la
formula de d’Alembert-Duhamel i u = jjg,00) xR, aleshores
1. g(0) = g"(0) = R(0)
perqué 7 € C2(R x R) i u sigui soluci6 de (DSI) i tinica.

2. g(0) = h(0) =01 £(0,0) + c2¢g”(0) = 0 s6n condicions
necessaries perqué u sigui soluci6 de (DST). Les condicions

= f(0,-) = 0 sén condicions suficients

s’anomenen condicions de compatibilitat.

Obs. Al segon punt en realitat 1'tinica hipotesi sobre les

funcions que ens cal és que g sigui dues vegades derivable en 0.



Corda finita
Def. Definim el problema de Dirichlet homogeni en la corda

finita com
U — gy = f(o,t), z€[0,L],t€R
0,t) =u(L,t) =0, teR
) 100 = (D)
u(x,0) = g(z), z € [0,L]
ut(x,0) = h(z), x €0, L]

Obs. Considerem les extensions de g, h i f(+,t) obtingudes fent
en primer lloc lextensié senar a [—L, L] i a posteriori l’extensi6

2L-periodica a R, que denotem per geqt, Mext 1 fewt(:, ).

Prop. Sige C?([0,L]), h e CL([0,L]) i f € CL([0,L] x R), i
definim @ prenent les extensions esmentades de g, h i f(-,t) a la
formula de d’Alembert-Duhamel i u = )9, ;) xr, aleshores

1. g(0) = ¢”(0) = h(0) = f(0,-) = 0 i per altra banda a més
g(L) =g¢"(L) = h(L) = f(L,-) = 0 so6n condicions suficients
perqué @ € C2(R x R) i u sigui solucié de (DF) i tinica.

2. g(0) = h(0) =01 f(0,0) + c%¢”(0) = 0 i per altra banda a
més g(L) = h(L) =01 f(L,0) + c*>g”(L) = 0 sén condicions
necessaries perqué u sigui soluci6é de (DF'). Les condicions

s’anomenen condicions de compatibilitat.

Obs. Al segon punt en realitat 1'tnica hipotesi per les funcions
que ens cal és que g sigui dues vegades derivable en 0 i L.
Prop. Si f =0, h € C°([0, L]) i u ve donada per la formula de
d’Alembert-Duhamel amb les corresponents extensions gey: i
heqst, aleshores u és %—peri()dica ent € R.

Def. Definim el problema

Uy — gy = fla,t), 2 €[0,L],t€R

u(0,t) = do(t), teR
(DFNH) S u(L,t) = d(t), teR

u(z,0) = g(z), x € [0, L]

u(z,0) = h(z), x €10, L]

Obs. Una forma de resoldre (DFNH) és definir una w que
faci que v = u — w satisfaci les condicions de vora homogeénies,
és a dir, v(0,t) = v(L,t) = 0, V¢t € R. Per exemple, podem
prendre w(x,t) = do(t) + (di(t) — do(t))F, les rectes que
uneixen do(t) i dr(t), vVt € R.

Def. Definim el problema de Neumann en la corda finita amb

condicions de vora no homogénies com

Ut — CUge = f(2,t), x€[0,L],t€R

uz(0,t) = no(t), teR
(NFNH) < u, (L, t) = np(t), teR

u(z,0) = g(z), z€l0,L]

ut(z,0) = h(zx), z € [0, L]

i denotem per (NF) el cas amb condicions de vora homoggnies.
Obs. Analogament, una forma de resoldre (NFNH) és definir
una w que faci que v = u — w satisfaci les condicions de vora
homogeénies, en aquest cas, v,(0,t) = v, (L,t) =0, Vt € R. Per

nL®)=no() 2>  Jo manera
L 2

exemple prenem w(zx,t) = no(t)z +
que w,(z,t) son les rectes que uneixen ng(t) i n(t), Ve € R.
Obs. Es poden demostrar resultats analegs als dels problemes
de Dirichlet (DSI) i (DF) per als problemes de Neumann
(NSI)i(NF) tot considerant les reflexions en aquest cas
parelles de g, h 1 f(-,t).

Prop. Per 'equacié d’ones homogénia en la corda finita amb

condicions de Dirichlet o de Neumann nul-les, ’energia total

B(t) = /OL (%u?(i,t) + %CQUi(x,t)) do

és constant en el temps, independentment de les condicions
inicials, si u € C2([0, L] x R).

Cor. Si sabem que Ju € C2([0, L] x R) soluci6 de 1’equaci6
d’ones en la corda finita (potser no homogenia) amb condicions

de Dirichlet o de Neumann qualssevol, aleshores és tnica.

Equaci6é d’ones en dimensions superiors

Def. Un conjunt Q C R™ és un domini si és un obert connex.
Def. Diem que un domini Q C R™ és Lipschitz si 02 és
localment la grafica d’una funci6é Lipschitz.

Th. (de Rademacher). Tota funcié Lipschitz f : U — R™ amb

U C R™ obert és diferenciable gairebé arreu.

Th. (de la divergencia). Sigui T' € C}(2,R™) un camp
vectorial amb 2 C R™ domini Lipschitz fitat. Aleshores

/QdivT:/m(T~ﬁ)

on ¥ és la normal exterior a §2, que esta definida sobre 0f).
Cor. (integraci6 per parts a R"). Siguin u,v: Q C R® = R
funcions C'(€2) amb Q domini Lipschitz fitat. Aleshores

v ; ou
Quaxi :AQ(uv)V — . Bxiv

, ™) és la normal exterior a Q.

on = !,...

Def. Considerem el problema d’ones en n dimensions

uy — FAu = f(z,t),
u(z,0) = g(z),
ut(x,0) = h(zx),

reEQCR"tel
x €
z e

les condicions de vora poden ser
1. de Dirichlet: v =0, Vx € 001Vt € I.
9u = Vu-7=0,Yz€dNivtel.
Prop. Siu € C3(Q x I) és una soluci6 de I’equacié d’ones n

2. de Neumann:

dimensions homogénia amb condicions de vora de Dirichlet o

de Neumann homogeénies, aleshores 1’energia

1 1 -
E(t) = / <2uf + 202||Vu||2)
Q

és constant en el temps.
Cor. Si existeix una solucié u € C2(Q x I) de l'equacié d’ones
en n dimensions (potser no homogeénia) amb condicions de vora

de Dirichlet o de Neumann qualssevol, aleshores és tnica.

Equacié de la calor

Equacié de la calor en una dimensi6

Obs. Podem pensar que v = u(z,t) € R és la temperatura
d’una vareta al punt = € [0, L] i instant ¢ > 0.

Obs. Amb la consideracio anterior arribem a
b

d
pn ) u(x,t)dx = D(ug(b,t) — uz(a,t)),

Def. Anomenem equaci6é de la calor homogénia o equacié de
difusié6 homogenia a u; — Dug, =0, z € (0,L), t > 0. La

constant D > 0 rep el nom de coeficient de difusio.

V(a,b) CR, ¥t € R

Obs. Reescalant les variables podem suposar D = 1.

Obs. u(z,t) = ekt sin(kz) és una solucié de us — uz, = 0.



Obs. 811
1. sin(kx) és una funcié propia de valor propi

Considerem 'operador A =
—k? de A.

2. A é&s simétric per totes les funcions v € £2(0, L) tals que
v(0) = v(L) = 0 i també per les que v,(0) = v, (L) = 0.
Prop. Donat (E, (-,
endomorfisme simétric f : E — E diagonalitza en una base

-}) espai euclidia de dimensi6 finita, tot

ortonormal.

L’equacio de la calor homogénia

Def. El métode de separacié de variables consisteix a buscar

X (2)T(t).

Prop. Donat L > 0, sén una base ortonormal de .#2(0, L)

1 g Feos (350) R sin (280 |21}
2. {\/Fsin (s#0) [ 61},
5. { o Feos () |21},

Def. Son possibles condicions de vora les condicions

1. de Dirichlet homogenies: u(0,¢) = u(L,t) = 0, V¢ > 0.

2. de Neumann homogenies: u,(0,t) = u.(L,t) =0, V¢ > 0.
3. periodiques: u(0,t) = u(L,t) i ug(0,t) = uy(L,t), Vt > 0.
4
5

una solucié de equaci6 de la forma u(z,t) =

. mixtes homogeénies: u(0,¢) =01 u,(0,¢) =0, ¥t > 0.
. de Robin (o de radiaci6): donats «, 3 > 0,

ug(0,t) + au(0,t) =0
uz(L,t) + Bu(L,t) =0

Vvt >0

Obs.
vora periodiques o de Neumann homogeénies, I’energia calorica
total fOL u(x,t)dx es conserva.

Th. Siguin g € £?(0,7) i
en base de sinus. Aleshores

Zk>1

u € C2([0, 7] x (0,00)) que satlsfa

En l'equacio6 de la calor homogénia amb condicions de

(br) els seus coeficients de Fourier

1. La funci6 u(z,t) = Ftsin(kz) és Pimica funcié

z € (0,m),t>0
=0, t>0

Ut — Ugy = 07
(CHD) { u(0,t) = u(m,t)

»?
L t) ——
u(t) =g

De fet, u € C*([0, 7] x (0, c0)).

2. Siamés g € CH([0,7]) i g(0) = g(7) = 0, aleshores tenim

u € CO([0,7] x [0,00)) i u(x,0) = g(z), Vz € [0,7].

3. Podem fitar la seva norma per ||[u(-,t)|]2 < e ¢||g]||2, Vt > 0.
Obs. Si per la vareta en [0, L] tenim un coeficient de difusio
D > 0, la soluci6 de (CHD) ve donada per

2 ™ 2 k
u(z,t) = Zbke (£) Dt gy (%m)

k>1
on by son els coeficients de Fourier de g.
Obs. El métode de separacié de variables també ens pot ser

itil per solucionar ’equacié d’ones homogénia usy — gy = 0.

La vareta no homogénia
Obs. Si considerem la conductivitat térmica de la vareta
p=p(z) ir=r(x) laseva densitat de massa, aleshores

obtenim 'equaci6

r(z)us — (p(x)uz)e =0

Def. Definim el producte escalar

L
(uw)rz/o v(z)w(z)r(x)de

Obs. L’operador A = ﬁ@z (p(z)0;) és simetric respecte el
producte escalar (-, ), si suposem condicions de Dirichlet o de
Neumann homogeénies, perd no ho és respecte a (-, -)a.

Obs. £?(0,L) amb (-,

mateixa topologia que amb el producte escalar (-, -)s.

) és un espai de Hilbert amb la

Th. Existeix una base de .#2(0, L) ortonormal respecte el
producte escalar (-, ), formada per funcions propies de A. De

fet Jp1, 02, ... € L%(0,L) ortonormals i 0 < A\; < Ag < --- tals
que Vk > 1.
Ap = =M
¢r(0) = (L) =0
or. Si g(x) = > k51 bk (), la solucié de I'equacié d’ones

homogeénia amb condicions de Dirichlet homogénies és

u(z,t) = Z bre Mo (z)

E>1

L’equacio de la calor no homogeénia
Def. Considerem ara el problema

z e (0,m),t>0
t>0
€ (0,m)

Ut — Uge = [z, 1),
(CD) § u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) = g(x),
amb semigrup lineal i continu
T, : £%(0,7) — £*(0, 7r)
g~ (Tig)(x

Z bke

k>1

tsin(kx)

Obs. T; és una contraccio:

1Tegll2 < e*llgllzs Vvt >0, Vg €.22(0,m)

Obs. Per trobar la soluci6 del problema (C'D) podem
1. utilitzar la férmula de Duhamel

u(axt) = Ttg(ac) +A Tt—sf('a 8)($)d8

2. buscar una soluci6 de la forma u(z,t)

=D k1 ck(t) sin(kz),
de manera que si f(z,t) = > ;- di(t)sin(kx), aleshores ens
caldra resoldre
c(t) +
cx(0) =

Obs. Si tenim condicions de vora no homogeénies, aleshores

+ k2ex(t) = di(t)
by

podem resoldre el problema restant a u una funcié w(z,t) que
satisfaci les condicions de vora.
Obs. En el cas en qué f = f(z), si u és soluci6 de (C'D),

v(z) = limg_, o0 u(x, t) satisfa 'equacio

Umm"‘f(m)zov T e
v(0) =v(r) =0

(0,7)

que anomenem problema estacionari.

Unicitat de la soluci6é de 1’equacié de la calor a R"
Prop. (identitat de Green) Si Q C R™ és un domini fitat i

Lipschitz, i u,v : @ — R funcions de classe C?(€2), aleshores

ou .
Au)v = v—/Vu~Vv
J@uo= [ - [ (Fu-F0)



on hem definit % =Vu- 7.
Prop. Sigui 2 C R™ un domini Lipschitz fitat. Si ’equacié de
difusié (potser no homogenia) amb condicions de Dirichlet o de

Neumann qualssevol a 2

ug — Au = f(z,t), reQ t>0
u(z,t) = h(z) (o %(m,t):h(x)), x e, t>0

u(z,0) = g(z), e}

té una solucié u € C?(Q x [0, 00)), aleshores és tnica.

El laplacia. Funcions harmoniques

Def. L’equacié de Poisson és —Av = f(z), z € Q CR"™. Si
f =0, aleshores s’anomena equaci6 de Laplace.

Def. Sigui Q C R™ obert, u € C2(2). Diem que u és

1. harmonica a Q si —Au = 0.

2. subharmonica a  si —Au < 0.

3. superharmonica a € si —Au > 0.

Def. Un conjunt Q C R™ és convex si Az + (1 — Ny € Q,
Vz,y € QiVAe0,1].

Def. Donada una funcié f: Q2 — R amb Q C R™ convex, diem
que f és convexa si f(Ax + (1 — AN)y) < Af(z) + (1 =N f(y),
Yo,y € QiVAe0,1].

Obs. Siu € C3() i CR" és convex, son equivalents

1. u és convexa.

2. A cada punt de la grafica de u, I’hiperpla tangent pel punt
queda per sota de la grafica.

3. u restringida a qualsevol segment és una funcié convexa
d’una variable.

4. u(ZY) < L(u(z) + uly)), Yo,y € Q.

5. V2u(z) = 0, Yz € Q.

Obs. Sigui 2 C R™ convex. Si u € C%(Q) és convexa, aleshores
Au = tr V2u > 0, és a dir, u és subharmonica.

Prop. Sip=u+iv:U C C — C és una funci6é holomorfa,
aleshores satisfa u, = vy i uy = —v,, que anomenem equacions

de Cauchy-Riemann.

Prop. Per a tota ¢ =u+iv : U C C — C funci6é holomorfa, u
i v son funcions C*° i harmoniques.

Def. Diem que 2 C C és simplement connex si és arc-connex i

tota corba tancada és contractil.

Prop. Siu:Q — R és una funcié harmonica en €2 C C obert

simplement connex, aleshores Jv :  — R també harmonica,

que anomenem harmonica conjugada, i ¢ = u+ iv és holomorfa.

Obs. z* és holomorfa i per tant r* cos(kf) i r* sin(k6) sén
harmoniques, perqué z¥ = r¥e*? = (rk cos(k6)) + i(r* sin(k6)).
Prop. En coordenades polars (z,y) = (rcosé,rsinf)

lexpressio del laplacia esdevé

Uoo

uge 1
= *(TUT)T + TT

Au = up, + Iy —

r r
Obs. Si ¢ =u+ v és holomorfa en el disc D;(0), aleshores es
pot escriure en la forma ¢(z) = 3,5, axr®(cos(k) + isin(k9)),
on ap = by +ic, € C. Aixi, u es pot_cxprcssar com a série de
Fourier

u(z) = Z(bkr’C cos(k) — cr¥ sin(k6))

k>0

Obs. So6n funcions harmoniques
1. e®cos(y) 1 e sin(y).
2. log\/22 +¢2 i arctan(¥), en tot domini simplement connex

que no contingui el 0.

Existéncia i unicitat de solucions de ’equaci6é de Poisson
Prop. Siguin f,g: ) — R amb 2 C R" obert Lipschitz fitat.
Considerem els problemes

—Au=f af —Au=f af
(PD) , (PN)
u=g, a 0f) % =g, a 00

1. Si u € C?(£2) és una solucié de (PD), aleshores és I'inica.

2. Si u € C?(Q2) és una soluci6 de (PN), aleshores és I'inica
llevat de constant en cada component connex de €.

Prop. Donat Q C R? obert, tota funcié harmonica u € C%(Q)
és C*° () i analitica.

Def. Considerem 'EDP Aug, + 2Bugy + Cuy,y = 0 i la matriu
M = (g g) Siguin A1 i A2 els vaps de la matriu.

1. Si A\ A > 0, diem que I'equacio és el-liptica.

2. Si A Ag <0, diem que 'equaci6 és hiperbolica.

Def. Diem que una EDP és parabolica si és de la forma

u; — Uz = 0 llevat de reescalat de variables.

Prop. Sigui Bg = Bg(0) C R? amb R > 0. Donada una funci6
g : O0Br — R continua, el problema

—Au=0, aBpg

(LD)
a 8BR

U =g,

admet una solucié u € C*(Bgr) NC°(BR) i ve donada per

R? — |z|]? 9(y)
u(r) = Pr(z,y)g9(y)dy = / ————dy
0= [, ety =" [

Def. Anomenem nucli de Poisson pel disc Br C R? a la funcié

R —laf* 1

2R [l -yl
Cor. Si la soluci6 u(z) = fBBR Pgr(x,y)g(y)dy de (LD) és de
classe C2 fins a la vora, és a dir u € C?(BR), aleshores és I'tinica
iésC™ en z € Bpg.

Obs. L’existéncia i unicitat de solucions de (LD) es pot

PR(xvy) =

traslladar a tot 2 C R? obert simplement connex, ja que
1. VQ C R? obert simplement connex no buit, 3¢ : @ — D;(0)
biholomorfa (teorema de 1’aplicacié conforme de Riemann).

2. Siu:Q — R és harmonica, aleshores u o ™! també.

Probabilitats i el laplacia

La probabilitat d’escapar de Q C R? a la primera

Obs. Suposem que tenim una regié fitada  C R2 i la partici6
de la vora 92 = I'o U 'y en la part “oberta” i la part
“tancada’. Considerem ara una particula en x = (z1,z2) € Q
que camina aleatoriament dins de €2, de manera que

1. no privilegia cap direcci6 i

2. no té memoria.

Aquest és un procés de difusié o moviment Brownia.

Obs. Volem calcular la funcié que dona la probabilitat que el
primer cop que toqui la vora 92 ho faci en la part oberta I'p,
en funci6 del punt de partida x € Q2. Denotem aquesta funcié
per u(x), z € Q.

Obs. w satisfa —Au = 0, és a dir, és una funci6 harmonica.

La probabilitat d’estar en x € R en un instant t > 0
Obs. Suposem que tenim una particula en x = 0 a temps

t = 0. A mesura que passa el temps, la particula es va movent
aleatoriament en R.

Obs. Volem calcular la funcié que dona la probabilitat que en
t > 0 es trobi en un cert punt x € R. Denotem aquesta funcié
per u(z,t), x € R, ¢t > 0.

Def. Cometent un clar abtis de notacio, podem definir la delta

de Dirac d(z), com una funci6 que Vf : R — R satisfa

/IR 5(z)de = 1, /]R F@)5(x)dz = £(0)



Obs. u satisfa

ug — Duge =0, 2€R, >0
u(z,0)=9(z), =xze€R
on D > 0.
Prop. Si busquem una soluci6 del problema de la forma
u(x,t) = %qﬁ(%) amb D = 1, obtenim la solucio
u(x,t) = 1 6_%7 reRt>0

2/
Obs. Si considerem una funcié g(z) en lloc de §(z) com a

condici6 inicial, aleshores obtenim una solucié

w0 = [t e Py =g (e )
u\zx, = — = e
Rg Y VAart Y Vart

on * denota la convolucio6.

Lema. 0,7 = 0pz; = %

Prop. Si u(z), z € Q CR", és radialment simétrica, és a dir,
només depén del radi, aleshores I'expressio del laplacia en
coordenades polars esdevé

—1
Au =" ) = gy + n

Uy

Obs. Pel mateix problema en R"™ es pot assajar una soluci6 de
la forma I'(z,t) = W(Zg(% ]

2
I

1. Si u(x,0) = 6(x), aleshores s’obté I'(z,t) = me’
2. Si u(+,0) = g, aleshores s’obté u(-,t) =T'(-,t) * g.

Propietat de la mitjana. Principi del maxim i el minim
Obs. La notacié f vol dir integrar i dividir per la mesura del
conjunt en el qual s’integra.

Th. (de Fubini esféric) Donats Q C R™ obert i u € (),

+oo
/u = / / udo |dr
Q 0 9B,NQ

on B, = B,(xg) per a un xy € R™ donat.

Prop. (propietat de la mitjana) Sigui @ C R™ un obert i
u € C%(Q) una funcié harmonica en Q. Aleshores Vzg € Q i
VB, (z9) C Q,

wmzﬁm?@@:é(yww

Obs. El reciproc també és cert, és a dir, si u € C°(2) satisfa la
propietat de la mitjana aleshores u € C2(Q) i —Au = 0.
Lema. Siu € C?, aleshores tr VZu = Au.

Principi del mazxim i el minim per ’equacio de Poisson
Prop. (principi del maxim i el minim per ’equacidé de
Poisson). Sigui 2 C R™ un obert fitat i sigui u € C2(Q)NC°(Q).
1. Si w és subharmonica (—Au < 0) a €, aleshores u assoleix el
seu maxim a  en almenys un punt de 9.

2. Si u és superharmonica (—Awu > 0) a €, aleshores u assoleix
el seu minim a  en almenys un punt de 95).

3. Si u és harmonica (—Au = 0) a (2, aleshores u satisfa les
dues propietats anteriors.

Obs. No podem prescindir de la hipotesi de {2 fitat.

Cor. Sigui 2 C R” un obert fitat. Si el problema

a
a 00

(ppy BT

u=9g,
té una solucié u € C2(2) N CY(Q), aleshores és I'inica.

Principi del maxim i el minim per l’equacio de difusio
Def. Sigui Qr =2 x (0,T), on © C R™ és un obert fitat i
T > 0. Anomenem frontera parabolica de Q1 a

9pQr = (2 x {0}) U (92 x [0,T])

Def. Sigui u € C%(Qr). Diem que u és
1. calorica a Qp si uy — Au = 0.

2. subcalorica a Q7 si uy — Au < 0.

3. supercalorica a Q7 si uy — Au > 0.

Prop. (principi del maxim i el minim per ’equacié de difusid).
Sigui u € C?(Qr) NC%(Qr).

1. Si u és subcalorica (uz — Au < 0) a Qr, aleshores u assoleix
el seu maxim a Q7 en almenys un punt de dpQr.

2. Si u és supercalorica (u; — Au > 0) a Qr, aleshores u
assoleix el seu minim a Q7 en almenys un punt de OpQ7.

3. Siu és calorica (ux — Au = 0) a Qr, aleshores u satisfa les
dues propietats anteriors.

Cor. Considerem ’equaci6 de la calor amb condicions de
Dirichlet

ur — Au = f(z,t),
u(z,t) = d(z,t),
u(z,0) = g(),

(.Z',t) € QT
(z,1) € Q x [0,T]
(z,t) € Q x {0}

1. Si f <0, aleshores el maxim de u sera el maxim entre els

maxims de g i d.

2. Si f >0, aleshores el minim de u serd el minim entre els
minims de g i d.

Obs. Una versio més general del principi del maxim i el minim
s’obté considerant Lu(x) := tr(A(z)V2u(z)) + b(z) - Vu(z) amb

A(z) matriu simétrica definida positiva Vz € Q.

Principi de comparacio

Def. Considerem novament el problema

—Au=f, aQ

(PD) a 0f)

u=g,

on 2 C R™ és un obert fitat. Diem que v,w € C2(2) N C°(Q)
son subsolucio i supersoluci6 del problema, respectivament, si

a
aaQ7

a )
a 00

_Avéfv _Awaa

v <y, w 2 g,

Prop. (principi de comparaci6 per l’equacidé de Poisson). Si v
i w son subsolucio6 i supersolucié de (PD), respectivament,
aleshores v < w a . Per altra banda, si a més u és solucio,
aleshores v < u < w a Q.

Cor. Sigui 2 C R" un obert fitat. Considerem el problema

u—Au=0, aQx(0,+c0)
u=0, a 90 x (0, +00)
u(',O):g, aQ

Si g € C°(Q), aleshores 3C > 0 tal que

C
u(z,t) < WHQHOO

Resultats de problemes i altres resultats

Equacié del transport lineal

Def. Més en general, diem que u és una soluci6é generalitzada

de u; + (cu), = f(x,t) si 'equacio

d b

pn u(z, t)dz = c(a, t)ula,t) — (b, t)u(b, t) + /b f(z,t)dx

té sentit i u la satisfa V(a,b) i V¢ > 0.



Obs. Donada una g coneguda considerem 'EDP segiient, on

(a(s), B(s))-

00 esta parametritzada per v(s) =

a('rvyau)u:c +b($7yau)uy = c(m,y,u), (x,y) €N
u(z,y) = g(x,y), (z,y) € 09
Per resoldre aquesta EDP considerem
X(‘/L‘7 y7 Z) = (a'(‘r7 y? Z)? b(x7 y7 Z)? C(:E7 y7 Z))

i Vy(s) € 9Q ’EDO

%ws = X(%)

¥s(0) = (als), B(s), g(als), B(s)))

djs(t) = (w17w27 ¢3)(57 t)

=3 ((W*?)~1(x,y)) és una solucié

D’aquesta manera, si notem (s, t) =
i 912 és invertible, u(x,y)
de ’EDP.

Prop. Considerem I = [a,b] i els espais £ (1),
CY(I) amb les normes habituals. Tenim C! CC° C ¥#2 C £
10 s < VBl - |l

2. |-l < VB=al] - [l

3] fleo < - Il

Obs. Considerem el cas particular de 'equacié de Burgers

uy + uu, = 0 amb condici6 inicial u(x,0) = g(x), g € C*(R).

1. Si ¢’ esta fitada Ju soluci6 en un interval petit [0, ¢o].

2. Si g és creixent Ju soluci6 Vi > 0.

Equaci6é d’ones en una dimensié

Prop. Sigui u € C2(R x [0,00)) una solucié del problema

Puy — Tz =0, z€RE>0
u(z,0) = g(z), x e€R
ut(x,0) = h(z), =xze€R

on g i h s6n prou regulars i tenen suport compacte en un

interval [a,b]. Si definim

K(t) = % /R pl(z, t)dz, P(t) = ; /R e (z, t)da

1. K(t)+ P(t) és constant en ¢ > 0.
2. K(t) = P(t) quan t > %% amb ¢ = \/%'
Obs. u = u(z,t) és solucié de utt — Uy, = 0 si, i nomeés si,

w(z,t) = u(Z,t) és soluci6 de wy — wyy = 0.

22(1), (1) i

Def. Donat el problema

utt_CZUmm:f(xvt)7 reR,t>0
U($70):g($)7 z€e€R
u(z,0) = h(z), zeR

diem que w n’és una soluci6 en el sentit integral si és de la

1 T+ct
= h(y)dy + 5~ //
2¢ /z— T(a,t)

Obs. Aquesta expressio per u ens pot ajudar si volem

forma

u(z,t) = %(g(z —ct)+ gz +ct)) +

plantejar un problema de punt fix per demostrar I’existéncia i

unicitat de u amb certes condicions.

Equacié de la calor en una dimensié
Prop. (desigualtat de Wirtinger). Sigui v : R — R funci6 C!

1. Si v és 2m-periodica, aleshores

/O%(v(w) —cy)?dr < /O%(v’(ﬂf))de

27 . . . PR 4 .
L o v(z)dr is’assoleix la igualtat si, i només si,

Oncvzg

v(x) = ¢y + a1 cos(z) + by sin(z), on

27 1 27 )
a = —/0 v(x) cos(z)dx b = ;/0 v(x) sin(z)dx

s

2. si v és (b — a)-periodica, aleshores

/ ' (0(a) — e)de < (b;ﬂ ) / (0! ()P

on ¢, = blaf v(z)dx.
Prop. (desigualtat isoperimétrica) Sigui 2 C R? un domini

regular i fitat. Aleshores 47|Q] < |0Q? i la igualtat s’assoleix
<= 2 és un cercle.

Obs. Si 0 té longitud L i esta parametritzada per I’arc amb
(t) = (@(t), y(¥)), aleshores (09| = [ (x*() + y?(1))dt

Th. Sigui g € £?(0,7) i (ax) els seus coeﬁc1ents de Fourier en
base de cosinus. Aleshores

= Ypoq are ™

1. La funci6 u(z,t) cos(kz) és I'anica funci6

C%([0, 7] x (0,00)) que satisfa
Up — Uge = 0, € (0,m),t>0
ur(oat) = uz(ﬂvt)a t>0
1) L
.7 —)
u( ) t—0+t g

De fet, u € C*([0, 7] x (0, 00)).
2. Si g € C([0, 71]), aleshores u € C°([0, 7] x
3. ul- 1) = m =L [T g(y)dy

4. Si g € C?([0,7]) i a més també ¢'(0)

. unif. ’
ult) T o

[0, 0)).

= ¢'(7) = 0, aleshores

El laplacia. Funcions harmoniques

Prop. (invariancia del laplacia per rotacions). Sigui 23 C R"
obert i u € C%(;). Donada O matriu ortogonal, definim

v(y) = u(Oy) per atot y € Dy = {y e R" | Oy € N }.
Aleshores se satisfa Av(y) = Au(Oy) per a tot y € Q.

Cor. Sigui Q C R™ un obert fitat i u € C*(Q) N C(Q) una

soluci6 del problema

u=f, af

(PD) a 0f

u=4g,
que sera, per tant, tnica.
1. SiQ, fig son invariants per una matriu ortogonal O,
aleshores u(z) = u(Ox), Vo € Q.
2. SiQ, fig soén invariants per qualsevol matriu ortogonal,
aleshores u és radialment simétrica, és a dir, només depén de
U(||lz]]) = U(r), Vz € Q.
Prop. Siu és harmonicaen VCR?ip:UCC —V és

[|z|| i es pot expressar com u(x) =

holomorfa en U, aleshores u o ¢ és harmonica en U.

Def. Donat h > 0, considerem el conjunt de punts

PZ{(mi,yj)z(ih,jh)H: .,nx,jzl,...,ny}§R2

1. Diem que u : P C R? —
2. Diem que (z;,y;) € P és un punt interior de P sii # 1,n, i

[0,255] C R és una imatge discreta.

J # 1,ny. Altrament, diem que és un punt de la vora de P.

3. u imatge discreta és una imatge ideal si V(z;,y;) € Int P,
w(wi,yy) = 3 (u(@ipn, y;) +u(@ioa, yy)+ul, yien) Fu(@s, yio1)).
4. Donada una imatge discreta u, anomenem laplacia discret

de u en el punt interior (z;,y;) € P a
Ahu(xﬂyj) h2 |:(U($Z+1’ y;) + u(wi-1, yj) 2u(z;, yj))

+ (U(wi, Yi+1) +ul@i, yj—1) — 2u(w, yj))}

Obs. Una imatge discreta u és ideal <= Ajpu(z;,y;) =0,
V(x;,y;) € P punt interior.



Prop. (principi fort del maxim i el minim discret). Si v és una
imatge ideal, aleshores

1. o bé el maxim i el minim només s’assoleixen a la vora

2. 0 bé v és constant.

Th. Siguin D > 01i g € C)(R™). Aleshores existeix una tnica

solucio fitada u € C2(R™ x (0,00)) NCP(R™ x [0,00)) de
Iequaci6 de difusio
— [w—DAu=0, a®r"x (0,
©D) u a (0,00)
u(’a 0) =9 aR"™

A més, la solucié ve donada per la convoluci6 de la condicio
inicial amb el nucli de la calor
1 =] |2
T )= ————¢” 4Dt
o) = (rpgya
= [xTp(z —y,t)g(y)dy, Yo € R i Vt > 0.
or. Siwu és la solucio de (CD) amb g > 0, aleshores u > 0. Si

a més g > 0 en un obert de R”, aleshores u > 0.

és a dir, u(x,t)

Prop. (principi de comparaci6 per l'equacio de difusid en

Q =R"). Siviwsén dues funcions fitades que satisfan

— DAv < wy — DAw en R™ x (0,00) i v(+,0) < w(-,0) en R™,
aleshores v < w en R™ x [0,00). Si vy — DAv < wy — DAw en
R™ x (0,00) també, aleshores v < w en R™ X (0, 00).

Convergéncia uniforme

Obs. En aquest apartat suposem f,,f: ECR — R

Prop. Si (f,) és una successio de funcions continues i

fn _unif f, aleshores f és continua.

Pronp E = [a,b]. Si (fy) és una successié de funcions

integrables Riemann i f, :n—lf> f, aleshores f és integrable
L.

= [a,b]. Si (fn) és una successio de funcions

Riemann i lim,, ;oo fa fn =
Cor. F

integrables Riemann i ), ., fn ¢és unif. conv., aleshores

[(£8)-X

()

Prop. E = [a,b]. Si (f,) és una successié de funcions
nif.

derivables amb f), u—> g i, amés, 3zg € [a,b] tal que (fr(x0))

convergeix, aleshores 3f derivable tal que f, _uwif fifl=g.
Th. (criteri M de Weierstrass) Sigui (f,,) u11ans:1(()zocessi() de
funcions. Si Vn € N, 3M,, > 0 tal que ||f|lcc < M, 1 a més

Y >0 My < 00, aleshores > - fr és unif. conv.

Prop. Siguin f,, continues i ) -, fn unif. conv. Aleshores

xli}rgo Z fn (.CL‘) = Z fn(xO)

n>0 n>0

Integral de Lebesgue

Teoria general

Obs. En aquest apartat prenem (X, X, i) espai de mesura i
M={f:X —=R*| f X-mesurable}, on R* = R U {—o0, +o0},
i també £ = {f € M| f integrable}.

Prop. Sigui (g,) € M successi6 amb g,, > 0. Aleshores

/(Zgn)du Z(/Xgndu>

n>0

Th. (de la convcrgéncia dominada). Sigui (f,) € M successio
amb f, —> f p-ga ital que 3g € £ amb |f,(z)] < g(z),
Vn € N. Aleshores ferli

/ fdp=tim [ fadp.
X n— 00 X

Cor. Sigui (fn,) € M amb Y -, fn convergent u-ga. Si es
dona qualsevol de les dues propietats

1. ano<fx |fn|du> < 00, 0 bé
2. 3(gn) € M amb 3, -, gn convergent p-ga, [fn(2)| < gn(z) i

ZnZo (fX gnd“) < oo,

aleshores
/X(%;)fn)dﬂ - ;(/X Fuin)

Th. Sigui f integrable Riemann en [a, b]. Aleshores tenim
Sliay € LR, B, A) ff(xd:cffkfl[abd)\

Th. Sigui una funci6

f: X xa,b] — R
(z,t) — f(,1)

tal que f és X-mesurable Vt € [a,b] i F(t) = [ f(z,t)du(z).
Suposem que f és integrable fixat un g € [a, b] i derivable
respecte ¢. Si 3g € L tal que Vt € [a,b] es te | (x t)] < lg(z)|
u-ga, aleshores F' és derivable i F'(t) = fX S (z, t)dp(z).

Espais £?
Def. Anomenem espai de Lebesgue Z? al conjunt segiient:
LP(X, X, u) = {[f] | f X-mesurable i [y |f[Pdu < oo}7 on

1 <p< ooi[f] denota la classe d’equivaléncia de funcions per
la relacié f ~, g < [ =g p-ga.

Obs. Es fa un abus de notacié i s’identifica [f] amb f.

Def. Donada f € £? es defineix la norma || f||, com

1/p
11l = ( / Iflpdu>

Prop. (desigualtat de Holder). Siguin f € £? i g € .£9, on
% + % = 1. Aleshores tenim ||fg||1 < ||fllpllgllg- A més,
s’assoleix la igualtat <= 3\ € R tal que |f|P = A|g|? p-ga.
Cor. Siguin f,g € 2. Aleshores ||fg|l1 < ||f|]2|lg]l2. A més
s’assoleix la igualtat <= 3\ € R tal que f2 = \g>.

Prop. (desigualtat de Cauchy-Schwarz) Siguin f, g € £2.
Aleshores

[ i < 151l
X

A més, s’assoleix la igualtat <= I\ € R tal que f = \g.

Obs. Donat 2 C R™ obert notem .£7(Q2) = .27(Q2, Bjo, \|o)-
Cor. Donat f € £?(a,b) i %Jr % =1,

Lo fYIfdA < (b —a)t/e fb|f|Pd)\)1/P

2. Si p = 2, aleshores ( f |fldN)? < f f2adx.

Th. (¥
Def. Anomenem espai de Lebesgue .£*° al conjunt segiient:
Lo(X, X, 1) =41[f] | f X-mesurable i fitada ,u—ga}, on [f]
denota la classe d’equivaléncia de funcions per la relaci6

[ g = f=g p-ga.

Def. Donada f € £ es defineix la norma || f||o com

P ||+ ||p) és un espai de Banach.

1£lloe = inf{ sup 17(0) ‘M(N) - 0}

X\N

Th. (Z°°,]||lsc) és un espai de Banach.

Séries de Fourier

Teoria general

Obs. En aquest apartat prendrem I = (a,b) per simplicitat.
Obs. (L2(I), (-
escalar esta definit per

b
(f. g)2 = / (fg)dA

Def. Donat un espai euclidia diem que S = {pr}, és un

,+)2) és un espai de Hilbert, on el producte

1. sistema ortogonal si (p;, p;j)2 =0, Vi # j.

2. sistema ortonormal si (p;, p;)2 = &;;, Vi, j.




Def. Donada f € £?(I)i S = {px}, sistema ortonormal a
Z2(I) definim la série de Fourier de f respecte S com

(SFS)(f) =D _(f,0x)2%%
k>0
Prop. Siguin f,g € Z*(I), \,p € Ri S = {¢}}, un sistema

ortonormal a .#2(I). Aleshores
(SES)(Af + ng) = MSFS)(f) + n(SFS)(9)

Prop. Sigui S un sistema ortonormal a £?(I) i f € £*(I)
amb (SFS)(f) = 3450 crpr. Aleshores >, i < oo i

1. (desigualtat de Be;sel). Ym0 < ||f||§7

2. (id. de Parseval). Y50} = [|f]13 <= (SFS)u(f )L f
Cor. Si S és un sistema ortonormal a £%(I), f € $2(I)

ek = (f, pr)2, aleshores limy 00 ¢ = 0.

Def. Un sistema ortonormal S a .#?(I) és complet si tenim
que Vf € Z22(I), {f,pr)2=0,Yk >0, = f=0.

Th. Donat S sistema ortonormal a .#2(I) s6n equivalents.

1. S és complet.

2. (SFS)a(f) =2 [, ¥ € 22(1).

3. La identitat de Parseval és certa Vf € .Z2(I).

Def. Diem que S = {4}, és una base ortonormal de (1) si

és un sistema ortonormal complet.

Séries habituals
Prop. Soén exemples de bases ortonormals
1. A 220, L)oa$2(

5 2) el sistema trigonomeétric

1 2 2rk 2 2k
_ /2 Zsin (220 |k >1
T {\/E, Lcos<Lac>7 Lsm(Lx>’ > }
2. A £?(0, L) el sistema de sinus i el sistema de cosinus

5= {Esin () [0 1} = { g Foos () [ 21

Cor. Son exemples de bases ortonormals
1. A £%0,27) o0 a £?(—m,7) el sistema trigonométric

cos(kx), ! sin(kx) ’ k> 1}

{7 Nz

2. A £?(0,7) el sistema de sinus i el sistema de cosinus

St — {\/gsin(k:x)’kz 1}, cr = {ﬁ,\/gcos(k:c)‘k > 1}

Obs. Les séries de Fourier en els sistemes trigonométrics, de

sinus i de cosinus sé6n

_ 2k 27k
(SET)(f) = 5 +;akcos< 17 x)—i—bksm( 7 9:)
(SES)(f) = 3 be sm< ) (SFC)(f) = “23 + 3 @ cos (%]%)
k>1 k>1

amb els coeficients

L
= %/0 f(z) cos <#r> dx, by =
2 [k mk
ar = Z/ f(x)cos (fx) dz, by =
0

i en particular

L
%/0 f(x)sin (?m) dx

2 (L . 7k
Z/o f(x)sin (fz> dz

(SET*)(f) = %6 + Z ay, cos(kz) + b, sin(kz)

k>1

(SFS*)( (SFC*)(

P =2+ af cos(kr)
k>1

Z by sin(kx),

k>1

amb els coeficients

27 2m
ap = 1 f(z) cos(kz)dz, by = 1 f(z) sin(kz)dx
™ Jo ™ Jo
2 (T — 2 (7 .
= f/ f(x) cos(kz)dzx, b} = 7/ f(z) sin(kz)dx
™ Jo ™ Jo
Obs. Si f e Z2%(0,L)o fe.%? (—5, 5) aleshores

||f||2—

Zak+b2
k>1

Th. (de Dirichlet) Sigui f L-periddica continua a trossos amb

derivada continua a trossos. Aleshores

fl@™) + f(a*)

n—oo 2

(SET)n(f)(x) ; T€eR

on f(x%) = limy,_o= f(z + h).
Prop. Sigui f L-periddica continua amb derivada continua a
trossos. Aleshores aj, = %’kak, by, = —Qf’rkak, on aj, ibj,

denoten els coeficients de Fourier de f’.

Cor. Si f L-periddica continua amb derivada continua a

L /21\>
2\ L
Th. Sigui f L-periodica continua amb derivada continua a
trossos. Aleshores (SFT),(f) _unif. | ¥

n— o0

trossos. Aleshores

17113 =

> K (a +b7)

E>1

Resultats d’analisi complexa

Def. Donat U C C obert, diem que ¢ : U — C és derivable en
J(2)=f(z0)

zZ—2Zz0

Def. Donat U C C obert, diem que ¢ : U — C és holomorfa si

zo € U si existeix el limit f'(zp) 1= lim,_,,,

és derivable en tot zp € U.
Prop. Donat U C C obert, si ¢ =u+iv: U — C és una
funcié holomorfa, aleshores satisfa u, = v, i uy = —v,, que

anomenem equacions de Cauchy-Riemann.

Def. Donat z € C*, anomenem argument de z i denotem

arg(z) als 6 € R tals que z = |z|e?, és a dir,

arg(z) = {a+2nk | k € Z}

on « € (—m, ] és I'tmic valor de l'interval tal que z = |z]e’®

Def. Donat z € C*, anomenem logaritme complex de z i

denotem log(z) als w € C tals que e = z, és a dir,

log(z) = log |z| + iarg(z) = {log |z| +i(a + 27k) | k € Z}

Def. Donat 2 C C*, una determinaci6 del logaritme complex
és Log : Q — C tal que Log(z) € log(z), Vz € Q.

Def. Donat 2 C C*, una determinaci6é de argument és

Arg : Q2 — C tal que Arg(z) € arg(z), Vz € Q.

Obs. Escollir una determinaci6 del logaritme complex és
equivalent a escollir una determinacié de ’argument.

Prop. Si 2 C C* és un obert simplement connex, aleshores
existeixen determinacions del logaritme complex holomorfes a
Q amb derivada %

Th. Donada ¢ : U — C amb U C C obert, sén equivalents

1. ¢ és holomorfa.

2.  és infinitament derivable en tots els punts de U.

3. ¢ és analitica, és a dir, Vzy € U existeix un entorn de zp on
© es pot expressar com una série de poténcies centrada en zg.
Def. Siguin U,V C C obertsi ¢ : U — V. Diem que ¢ és

1

biholomorfa si és bijectiva i tant ¢ com ¢~ sén holomorfes.



Th. (de l'aplicaci6 conforme de Riemann) VQ C R? obert
simplement connex no buit, Jp : Q@ — D;(0) biholomorfa.

Convergéncia de séries
Prop. (criteri del quocient de d’Alembert) Sigui ), <, an una
série per la qual Ing € N tal que tenim a,, # 0, Vn > ng. Sigui

L= lim %1l
n—oo |an|

1. Si L < 1 la série convergeix.
2. Si L > 1 la série divergeix.

Prop. (criteri de l'arrel de Cauchy) Sigui >, - an una série.

L= lim [an|

n— 00

1. Si L < 1 la série convergeix.

Definim

2. Si L > 1 la seérie divergeix.
Prop. Siguin }_, ~qan i), 50bn dues séries per les quals
dng € N tal que a,, b, > 0, Vn > ng. Definim

L= lim .

1. SiL<o0i), sqbn convergeix, aleshores >, -, an també.
2. 8iL>01),.,an convergeix, aleshores ) . b, tambeé.
3. 510 < L < o0, aleshores ), . a, convergeix <= > . by

convergeix.

Resultats de calcul diferencial

Th. (del valor mig). Sigui f: U — R™ una funcié de classe C*
amb U C R” obert. Per a tot z,y € U, dz € Ty tal que

1£(@) = F)ll < 1D ()@ = ).

Prop. (condici6 suficient per Lipschitz). Sigui f: Q — R™ de
classe C! amb © C R” obert convex. Si Df esta fitada,
aleshores f és Lipschitz (globalment).

Prop. Si f: U — R™ és localment Lipschitz amb U C R"
obert, aleshores VK C U compacte, la restriccio f|x és
globalment Lipschitz.

Prop. (condicions necessaries de minim). Sigui U C R™ un
obert i f: U — R una funcié de classe C2. Si f assoleix un
minim local en ¢ € U, aleshores V f(zo) = 01 V2f(z0) = 0.
Prop. (condicions suficients de minim). Sigui U C R™ un
obert i f: U — R una funcié de classe C2. Si V f(zo) =0 i
V2f(zo) = 0 en ¢ € U, aleshores f assoleix un minim en .
Th. (funci6 inv.). Sigui f: U C R® — R funcié C* (k > 1).
Aleshores detD f(z9) 20 en g € U <= f restringida a un
determinat entorn de zg € U és un difeomorfisme C*.

Th. (funci6 imp.). Sigui F : W C R" x R™ — R™ una funci6
CF (k>1)i (20,y0) € W un punt tal que F(xo,y0) =0 1i
detDy F(z0,y0) # 0. Aleshores 3f : V,,; — V,, funcié C* tal que
f(zo) =yo i F(z, f(x)) =0,V € V.

Resultats d’EDOs

Prop. Considerem 'EDO amb coeficients constants

y™ 4+ ap_1y™ D + -+ a1y + agy = 0, que té polinomi
caracteristic p(A\) = A" + @1 A"t + -+ a1 A+ ap. Si tenim
p(A) =N =)™ ... (A —ag)™, a; # aj, i # j, aleshores
{e”‘l””, LT leenw o eakr o gpme—le “”} és una base de
I’espai de solucions de I’'EDO.

Prop. Suposem ara que té terme independent f(x) = 272
on « és arrel de multiplicitat £ > 0 de p. Podem trobar una

+ ajzl)e™™.

+ cy = 0 es converteix
—|—(b—a)dt +cz=0
en fer el canvi z(t) = y(e'). Aixi, té sentlt buscar solucions de

soluci6 de la forma y,(z) = = (ao +arx+ -
Prop. (equaci6 d’Euler) axQd Y 4 bm

en 'EDO amb coeficients constants a

la forma y(z) = z.

Miscel-lania
Prop. (formula de Leibniz). Sigui f: I x J — R definida per
(z,t) — f(x,t) una funci6é continua tal que EI%(x, t) tambeé

continua. Siguin a,b: I — J funcions C'. Aleshores

b(x) "b(x)
- </ e t)dt) = M) (o) = flaala)a' @) + [ . o (o, )i

Cor. (derivacio sota el signe integral). Sigui f : I x J = R
L(w,1)

deﬁmda per (z,t) — f(x,t) funcié continua tal que 3

també continua. Aleshores donats a,b € J qualssevol,

b b
([ ) = [ Fwa

Th. (de la convergéncia dominada d’Arzela) Considerem les

funcions fy, f : [a,b] — R integrables Riemann, on (f,) és una

successio tal que f, 2oy £, Si IM > 0 tal que |fu(z)| < M,
n—

VYn € NiVz € [a,b], aleshores

fn dw—/f

Prop. Si F és un espai de Banach i C C F és un conjunt

lim
n—oo

tancat de l'espai, aleshores C' és un espai de Banach amb la
norma heretada de F.

Prop. Si X és un espai métric, aleshores C' C X és tancat
< VY(v,) C C successié convergent, v = lim,,_, o v, € C.
Obs. Les dues proposicions anteriors ens permeten demostrar
que E = {v € C°([0,1]) | v(0) = 0} és un espai de Banach.

Th. (del punt fix de Banach). Sigui E espai de Banach i

¢ : E — F contracci6. Existeix un tnic v € E tal que ¢(v) = v.
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