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Def. Diem que Xj,..
(mas) si sén va independents i idénticament distribuides.
Obs. Si X1, ..

(va) continues, aleshores f(x, . x,)(z1,. .-

., X, és una mostra aleatoria simple

., X, és una mas i X; son variables aleatories

Def. Anomenem

1. parametre a una quantitat fixa relacionada amb una
caracteristica d’una poblacio.

2. estadistic a una quantitat que es calcula amb una mostra.
3. estimador a un estadistic que s’utilitza per estimar un

parametre desconegut.

Estadistica descriptiva
Def. En funci6 de la resposta, les va es classifiquen en
1. qualitatives o categoriques

(a) nominals (exemple: tipus de dieta)

(b) ordinals (exemple: grau d’una malaltia)

2. quantitatives

(a) discretes (exemple: nombre d’errades en compilar)
(b) continues (exemples: pes, temperatura, temps)

Def. Donat a € [0,0.5], anomenem mitjana retallada al a% al

valor que s’obté de treure el §% inferior i el §% superior de la
mostra i calcular la mitjana de les observacions restants.

Obs. Donada una mostra Xy, ..
Xy, -
Def. Anomenem quartils Q1, Q2 i Q3 a X(5/4), X(ny2) 1

., Xn, denotem per

., X(n) la mostra ordenada.

X (3n/4), Tespectivament. Q2 també rep el nom de mediana.
Def. (estadistics de dispersi6). Anomenem

variancia a S? = (nll) (X = X)2

desviaci6 estandard a S = v/.S2.

rang a X ) — X(1).

rang interquartilic a IQR = Q3 — Q1.

coeficient de variacié a CV = %

gLk ® b=

Def. Donades dues variables categoriques A i B amb m i k

nivells respectivament, anomenem taula de contingéncia a

By By B3 s By
Ay ni T2 ni3 N1k ny.
Ay n21 22 n23 N2k 2.
A'm Nm1 Nm2 NMm3 Nmk Nm.
n.g n.g n.s e n.k

yTn) = H?:1 [x (i)

on n;. i m.; s’anomenen marginals per files i per columnes,

respectivament.
Def. En la situaci6é anterior anomenem
N . ny
1. freqgiiéncia relativa global a f;; = =2.
— Ny

2. freqiiencia relativa per files a f;; = 2.
i

3. freqiiéncia relativa per columnes a f;; = —*2.
-J

Def. Donades dues va X i Y, anomenem
1. covariancia mostral a Sxy = (1’77£1) (X -X)(Yi-Y).

Sxy
SxSy "

Obs. Sempre tenim rxy € [—1,1]. Per altra banda, rxy =0

2. coeficient de correlacié mostral a rxy =

vol dir que no hi ha relacio lineal i rxy = 41 vol dir que hi ha
relacio lineal perfecta entre X i Y.

Distribucions relacionades amb la normal
Obs. Donada X ~ AN (u,0?) podem estandarditzar-la, és a dir,
podem definir Z = £ (X — p), de manera que Z ~ N(0,1).
Prop. Donada X ~ N (y,0?), tenim X ~ N (u, ';—2)
Def. Anomenem distribucié chi quadrat amb n graus de
llibertat a la distribucié que s’obté com x2 ~ 7" | ZZ amb
Z; ~ N(0,1) independents.
Obs. La funci6 de densitat de x2 no és simétrica.
Prop. Donada Z ~ N(0,1), tenim Z2? ~ Gamma(c, 3) amb
_1:p_1
o = 3 1 6 =3-
Obs. Tenim E[x2] = n i Var[x2] = 2n.
Prop. Donats a1, ..., a,, 81 les va X; ~ Gamma(a;, ()
independents se satisfa ), X; ~ Gamma (Z?Zl g, B).
Cor. x2 ~ Gamma (%, %)
Prop. Sigui Xi,..., X, mas amb X; ~ N (u,c?). Aleshores
~2
L 25 ~ g, on 6% = 5 30 (X — ).
—1)S n ~
2. % ~ X'?z—la on §% = ﬁ Zi:l (Xi— X)2~
Th. (del limit central). Sigui X,..., X, mas amb E[X;] = p i
Var[X;] = 02 < 0o. Aleshores

X—n — 5 N(0,1)

(L) n—00
N
Def. Anomenem t d’Student amb n graus de llibertat a la
distribuci6 resultant de t,, ~ % on Z~N(0,1)iU ~ x2.
Obs. E[t,] =0 (n>1)i Varlt,] = "5 (n > 2).
Obs. La funci6é de densitat de ¢,, és simétrica.
Prop. t, —— N(0,1).
n—oo

Prop. Donades X; ~ N (u, 0?) tenim M ~tp 1.

Def. Anomenem F' de Snedecor amb m graus de llibertat en el
numerador i n graus de llibertat en el denominador a la
distribuci6 resultant de fer F,, ,, ~ %, onU~x2, iV ~x:.

n

Obs. E[Fm,n} = % (m > 2) i Var[Fm,n] = 2(%)222’;’112)
(m > 4).

Prop. La F de Snedecor satisfa

1
L. Fon
2. 2 ~ Fy .

~ Fyom.

Estimaci6é pel métode dels moments
Def. Sigui X va amb F(z) = Fx(x) i Xy,..

mateixa distribuci6. Sigui també = = {z1,...,z,} realitzacio

., X, mas amb la

d’aquesta mostra. Anomenem funci6 de distribucié empirica a
Fo(e)= 2o <o li=1 0} = 230, 1 o).
Th. (de Glivenko-Cantelli). Amb les mateixes hipotesis,
sup,cp | Fn(z) — F(x)] —— 0 quasi segurament.

n—o0

Prop. (principi de substituci6). Qualsevol funcional ¢ de la
funcié de distribucié empirica F,, convergeix al funcional aplicat
a la funcio de distribucio F, i.e. 8, = ¢(F,) — 0 = (F).
Def. Donada X va, anomenem

1. moment tedric d’ordre k a uf, = E[X*].

2. moment centrat teoric d’ordre k a pp = E[(X — E[X])¥].

3. variancia poblacional al moment centrat teoric d’ordre 2.
Def. Donada Xj,..

1. moment mostral d’ordre k a mj, = = > " | XF.

., X, mas, anomenem

2. moment centrat mostral d’ordre k a
mg = %Z?:l (X7 — Y)k
Prop. Els moments mostrals sén estimadors sense biaix dels

moments poblacionals.

Obs. El métode dels moments consisteix a igualar els moments

mostrals als moments teorics i aillar els parametres que volem
obtenir. Generalment utilitzem els moments sense centrar.
Def. Diem que una seqiiéncia d’estimadors {6,,},, d’un
parametre 6 és consistent si én -2 9.

Prop. Els estimadors pel métogg gtjels moments soén

consistents.



Estimacié maxim versemblant
Def. Sigui X una mas amb distribucié f(z|61,...,0;). La

funci6é de versemblanca és la funcié que s’obté en avaluar la

funci6 de densitat conjunta de la mostra en una realitzacié r
de la mostra. Es a dir, L(0|x) = f(z1,..., 24|01, ..,0k).

Obs. Com tenim una mas, Ta funcié de densitat factoritza i és
la mateixa. Aixi doncs, L(0|z) = [T, f(xilba, ..., 0k).

Def. Anomenem estimador maxim versemblant (emv o mle) al

valor que maximitza la funcié de versemblanca. Es a dir, a
Onrz = arg max,cg L(0]7).

Def. Anomenem logver;emblanga a €(0|£) = log L(G\g)
Prop. (principi d’invariancia) Si 6 és lemv de 6, Pemv de

qualsevol funci6 7(0) és 7 = 7(6).

Estimaci6é puntual bayesiana

Obs. En l'estimacié puntual bayesiana, 6 passa a ser una va, i
la seva variacié es descriu en base a una distribucié. A priori
aquesta va segueix una distribucio escollida (). A partir
d’una mostra observada X = {Xj,..., X, } s’actualitza la
distribuci6 del parametre (que ara és una va) a 7(6|x).

Def. Anomenem distribucié a priori i distribucié a posteriori a

7(0) i w(0|x), respectivament.
Def. Donades X 1Y va
. P(X=zNY=
1. cas discret: p(X =z|Y =y) = (MTﬂy)y)
fxv) ()
v (y)
Obs. La distribuci6é a posteriori és

2. cas continu: fx|y(zly) =

Feco(,0)  fxpo(z]0)m(0)
fx(x) — fx(z)

7T(9|g) = x f§|0(f|9)7f(9)

on tenim fi((g) = [ f()wgﬁg)(g,ﬁ)de

Obs. Donada Xj,..., X, mas amb X; ~ Bern(p) tenim

Yo, Xi ~ Bin(n,p).

Def. Sigui F = {f(z|f) | 6 € ©} una classe de funcions de
densitat indexades per 6 i sigui II una classe de distribucions en
la variable 6. Diem que II és una familia conjugada per F si
vr(0) € I, Vf(x]0) € F i Va € Im X, amb X mostra qualsevol,
se satisfa 7 (0]z) € IL.

Obs. Resum de families conjugades:

Dades
X; ~ Bern(p)

Posterior
Beta(a + nZ, f + n — nT)

Prior
p ~ Beta(a, 3)

Xi; ~Exp(A) | A~ Gamma(a,) | Gamma(a + n, 8 + n)

X; ~ Pois(\) | A ~ Gamma(a, ) Gamma(a + nT, 8+ n)
2 2—

Xin N(0,0%) | O~ N(ur?) | N (Zpmsz )

Prop. La distribuci6 posterior obtinguda després d’observar n
casos és la mateixa tant si considerem les observacions totes

alhora com si les considerem una a una.

Comparacié d’estimadors

Def. Sigui W()N( ) un estimador del parametre §. Anomenem
1. biaix de l'estimador a Bg(W) = E[W] — 6.

2. error quadratic mig de lestimador (mean square error) a
MSEg(W) = E[(W — 0)2].

Obs. MSEy(W) = Var[W] 4 Be(W)2.

Def. W*()N() és un millor estimador sense biaix o UMVUE
(uniformly minimum-variance unbiased estimator) de 7(6) si

1. és sense biaix: E[W*] =71(0), V0 € ©

2. minimitza la variancia: si W és qualsevol altre estimador no
esbiaixat de 7(6), aleshores Var[W*] < Var[WW].

Def. 5i X = {X1,..., X, } és una mas amb distribuci6 f(z|0) i

f és uniparamétrica, la funcié score és S(0|£) = % log L(9|£)
Obs. Suposarem que % és intercanviable amb les integrals.
Prop. Ex[S(0|X)] = 0.

Def. La informaci6 de Fisher del parametre # continguda en la
va X 6s Ix(0) = Ex|[(Z log L(0]X))?] = Varx[S(6]X)].

Def. La informacioé de Fisher del parametre # continguda en la
mas X és Ix(0) = Ex|[(Z log L(0]X))?] = Varx[S(6]X)].
Lema. Donada X mNas, Ix(9) = nNIX(G). ) N

Obs. Suposarem que 5—922 és intercanviable amb les integrals.
Lema. Donada X mas, Tx (0) = E)S[fg—; log L(0]X)].

Cor. Tx(0) = nEx[— £ log L(0]X)]

Th. (de Cramér-Rao). Sigui X mas i W(X) un estimador
sense biaix de 7(#), és a dir, q;e satisfa E;[W(X)] = 7(0).
Suposem a més que 7(6) és derivable. Aleshores

('(6)2)
Varx WX 2 7

Def. Diem que un estimador no esbiaixat és eficient si assoleix

la fita de Cramér-Rao.

Suficéncia i consisténcia

Obs. Informalment diem que un estadistic és suficient si
captura tota la informacié que la mostra posseeix respecte el
parametre 6. Aixi, si T'(X) és un estadistic suficient i tenim
dues mostres X 1Y tals (Nzlue T(X) =T(Y), aleshores la
inferéncia sobre § sera la mateixa per ambdues mostres.

Def. Diem que un estadistic T'(X) és suficient pel parametre 6
si la mostra X condicionada al vglor de T(X) no depén del
parametre 07Nés a dir, si p(X = z|T(X) = TN(;L“)) no depén de 6.
Th. Sigui f(x]6) la densitat cor:junt; de X iNg(t|9) la densitat
de T(X). Aleshores T(X) és un estadistic suficient per § <—

P P tant funcié de 0
expressio m €S constant com a 1runcio ae v.

Th. (de factoritzacio). Sigui f(x|f) densitat conjunta de X.

L’estadistic T'(X) és suficient per § <= existeixen funcions
g(t|0) 1 h(z) tals que f(x|0) = g(T(x)|0)h(z), Vx,0.
Def. Una seqiiéncia d’estimadors W,, = W (Xq,...

estimador consistent d’un parametre 0 si V6 € O se satisfa

, Xy) és un

limy, 00 p(|W,, — 0] > €) =0, Ve > 0.
Th. Sigui W, seqiiéncia d’estimadors de 6 que satisfa
lim,,—, 00 Var[W,,] = 0 1 lim, oo Bo(W;,) = 0. Aleshores W,, és

una seqiiéncia d’estimadors consistent.

Propietats asimptotiques dels estimadors ML
Prop. Sigui Xi,...,X,, masi én emv de 6. Sota condicions de
regularitat, "0, —=— N (6, (Z,,(6))~1)".

Obs. Aquesta p;lo_ﬁﬁtat ens diu que asimptoticament els emv
son sense biaix, eficients i tenen distribucié normal.

Prop. Sigui Xi,..., X, masi7(f,) emv de 7(). Suposant
regularitat, "7(6,) ﬁ N(7(0), DT(0)(Z,(0)) "t D7(0)T)".
Def. Anomenem informacioé observada de Fisher en el valor de
Pestimador 6,, a ZObsx (6,,) = —g—; log L(0]1X)[4—g, -

Obs. Per fer inferéncia amb les proposicionsNantelriors7 en lloc

de la informacié de Fisher sovint es fa servir ZObsx (én)

Families exponencials
Def. Una familia de densitats de probabilitat amb vector de

parametres # s’anomena familia exponencial si es pot escriure

F(x|0) = d(0)h(z) exp (X5 wi(0)t:(x)), on h(z) >0, d(6) > 0.




Estimacié per intervals

Def. Una estimaci6 per interval d’un parametre § amb valor

real és qualsevol parell de funcions de la mostra L(z) < U(z).

Obs. Els limits de I'interval L(X) i U( - h

Def. Sigui [L(X),U(X)] un estimador per interval de 6.

1. La probabili?at de ;ecobriment és p(L( ) <0< U(N))
) <0 <UX)).

3. L’interval de confianga és 1Cy_,(0) = [L(X) U(X)].

Obs. Donada X va, o € [0,1] i a,b € R tals :1ue N

pla< X <b)=1—a,notem Xy =aiXi_q/2 =0

Def. Una va Q()N(, ) és una quantitat pivotal si la distribucio

) son va.

2. El coeficient de confianca és infycgq p(L(

de Q(X,0) és independent de tots els parametres. Es a dir, si
X ~ f(z10), aleshores Q(X, 0) té la mateixa distribuci6 V6 € ©.
Obs. Algunes quantitats pivotals:

Distribucio de X Quantitat pivotal

N(u,0%), 02 coneguda | Z = M ~ N(0,1)
N (u,0?), 02 desconeguda t= W ~tp_1
N(p,o?) W=D 2
ulo, o) Y =X ~U0,1]
Exp(A) Y = AX ~ Exp(1)
Gamma(2, 3) nBX ~ Gamma(2n,1)

Tests d’hipotesi

Def. Donat un espai de parametres ©, un test d’hipotesis

H026€®0
H1:0€@1

amb © = Oy LI ©1, és un procediment que especifica per a quins
valors de la mostra es rebutja Hy, que és la hipotesi nul-la.
Def. El subconjunt de I’espai mostral format pels X pels quals
1. rebutgem H, s’anomena regio6 critica o de rebuigN.

2. acceptem Hj s’anomena regié d’acceptacio.

Obs. En acceptar o rebutjar Hy, es poden produir les segiients

situacions en funci6 de si Hy és o no és certa.

Rebutgem H
Error de tipus I

Acceptem Hj

Hj certa Correcte

H) falsa

FError de tipus IT Correcte

Obs. Observem per tant que

1. p(Error de tipus 1) = p(Rebutjar Hy | Hy és certa).

2. p(Error de tipus II) = p(Acceptar Hy | Hy és falsa).

Def. Anomenem estadistic de test a l'estadistic 7(X) que
s'utilitza per decidir si es rebutja Hy donada una mostra X.

Def. En aquest context, anomenem p-valor a la probabilitwat

d’observar un estadistic de test tant o més extrem que
I’obtingut amb una mostra.

Def. Anomenem funci6é de poténcia d’un test donat a la

probabilitat de rebutjar Hy per a cada valor de 6 € O, és a dir

p(Error de tipus I),
— p(Error de tipus II),

ESESH
0 e O,

m(0) =

Def. Anomenem mida d’un test i denotem per « a la
probabilitat maxima d’error de tipus I que es pot cometre amb
el mateix procediment de decisi6 per a tot 8 € O, és a dir
a = sup p(Error de tipus I) = sup 7(6)
0€06¢ 0€O¢
Def. Habitualment s’especifica un limit superior ag per a
Ierror de lerror de tipus I, a < ag. Aquest limit s’anomena

nivell de significaci6 del test.

Def. Anomenem test més potent de mida « per un parametre
6 € O, al test que minimitza p(Error de tipus II) en 6 d’entre
tots els tests de mida a.

Def. Anomenem test uniformement més potent (UMP) de

mida « al test que és el test més potent de mida « per a tots

els parametres 6 € O1.

Construcci6é de tests d’hipotesi
Lema. (de Neyman-Pearson). Sigui X1,..., X, una mas

d’una variable amb funci6 de densitat f(x|6). Es vol testar

Hy:0=106q
H129:91

Sigui L(0|X) la funci6 de versemblanca. Aleshores el test més
potent de mida « (per 61) té com a regi6 critica

L(6:]X)

Xexn| — > >A,%,

C=
L(6o] X)

on A, es calcula imposant p(X € C' | 6y) < «

Lema. (de Neyman-Pearson per a alternatives compostes).
Slgul Xl, e
densitat f(x|0). Es vol testar

, X, una mas d’una variable amb funci6 de

Hy:0=0
H119€@1

on O1 # 0y (per exemple ©1 = {9 €0|0+# 90}). Per a cada

0, € ©1 considerem els conjunts
L(0:|X )

C(01) = LOoIX) |X)

Xex® Aa(01) ¢,

on A, (1) es calcula imposant p(X € C(61) | 6p) < . Si les
regions critiques C'(61) no depeneINl de 0, € ©4, aleshores el test
que té C com a regio critica és el test UMP de mida a.

Def. Sigui f(z|0) funci6é de densitat conjunta d’una mas
X1,...,Xni T = T(X) un estadistic. Diem que f(z[f) té rad

de versemblanga monotona respecte 'estadistic T' si donats

01,605 € © qualssevol tals que 61 < 0o, la rad de versemblancga
L(92|f) f(£|92)

L@i[z) ~ f(al6y)

depén de X a través de 'estadistic T = T(X) i és una funcio6

creixent en T
Th. Considerem el test

H019:90
H119>90

Si f(X]0) té ra6 de versemblanga monotona en lestadistic T, i

t i « sO6n constants que satisfan

p(T>t]0=0)) =«
per a tot X, aleshores el test que rebutja Hy amb regi6 critica
C={X|T >t} ésun UMP de mida «.

Def. Sigui X;y,...,
f(x]0) per a algun § € ©. Considerem el test

X,, mas de X amb funci6é de densitat

Hy:0 €0
H;:0€ 06,
on © = Oy U B;. L'estadistic de rad de versemblanga és
L(0]X)
A e L0IX)

maxgeo,



Def. Anomenem test de ra6 de versemblanga (generalitzat) al

test que té regi6 critica

C={X|MX) < Au}

per a una certa constant A, determinada imposant que la mida
del test sigui «, és a dir, supgee, p(X € C | 0) < a.

Obs.

versemblanca i el de Neyman-Pearson. Si Hy i H; sén hipotesis

Observem que hi ha una relacié entre el test de ra6 de
simples, és a dir, ©g = {6} 1 ©1 = {61}, aleshores

L(6o]| X)

L(6o] X)
r=Ax LX)

Y= @ cenxy - MM

Tests d’hipotesi classics

Th. Sigui Xy,...
Es vol testar

, X mas amb X; ~ f(z|f) per a algun 6 € ©.

Hy:0 €0
H1:9661

on © = Oy LU O;. Suposem que
1. Es donen les condicions del teorema de Cramér-Rao.
2. Si 6,0 € © son dos parametres diferents, aleshores les
distribucions f(x|6) i f(z|f) sén diferents.
3. Per a tot 6 € O, el suport Sup(f(-|f)) =

el mateix.

4. 6(90‘9) = ]EX

{z | f(z|0) > 0} és

F(XT0)

fF(X10) L
log <N>} existeix per a tot 6,60y € ©.

Aquestes condicions impliquen que les derivades de la funcio de
versemblanga existeixen i son continues i que el suport de la
distribucié no depén del parametre. Donades aquestes

condicions, se satisfa
Qn = —2log \(X,)) —— X7
~ n— oo
sota la hipotesi Hy, on d = dim © — dim ©,.

Prop. Alguns tests d’hipotesi classics, obtinguts usant el test

de ra6 de versemblancga general, sén

Test Hipotesi Estadistic
_ Hy:u= _
Or;e sample Z 0:H=Ho L= X ~ N0, 1)
(o coneguda) Hy:p# pg v
One-sample Z
Ho : p = po 5
(proportion) z ==~ N(0,1)
(aproximacio) Hy:p # po
Hy:p=po ~
One-sample ¢ t= % ~tp_1
Hy :p# po v
Two-sample ¢ Hy:pp=0 ¢~ Doup 4
(paired) Hy:pp #0 R "
Two-sample ¢ Ho:px =py | t= Xm=Yn—(ux—py)
(independent) SpV
(0% comuna) Hy:pux # py t~tmin—2
Two-sample ¢ Ho:px=py | t= KoV (ux —py)
. - 2 2
(independent) S 4
(aproximacio) Hy:px # py t~ tf,
Two-sample F
‘W p Hy:0% =0} _ st
(independent) 5 , | F=3 m—1n-1
s H,:0% # oy Y
(aproximacio)

on en tots els casos se suposa X,Y ~ N(-,-), excepte el cas
one-sample Z, en qué X ~ Bern(p). Per altra banda, s’ha

definit

@ m-D%+ -1
p m+n—2 ’

i evidentment up = ux — py-

Test de la x? per la bondat d’ajust
Obs. El test de la x2 per la bondat d’ajust ens dona un criteri
de decisi6 pel test

Hy: X ~ f(z]0)
Hy 2 X o f(x]0)

on 6 € O esta fixat 1 pot ser o no ser conegut. El procediment a
seguir és el segiient:
1. Fem una partici6 de I'espai dels valors que pot prendre X en

conjunts disjunts I, ..., I; (sovint seran intervals).

2. Calculem p? =p(X €l | Hy),j=1...k.
3. Definim IN; com el nombre d’observacions de la mostra en
Ij,ésadir Nj=3 1", I{Xielj}' Aixi, E[N,|Ho] = npf.
4. Calculem i
Z

Aquest estadistic té com a distribuci6 asimptotica X%qua on p

_ npj

TLp '

és el nombre de parametres estimats.

5. La regi6 critica és C' = {)N( [ x2 > X%:—l—p,l—a}’

Obs. Val la penar fer notar que

1. El test pot donar resultats diferents en funcié de quins
siguin els Iy, ..., Iy escollits.
2. I1,...,

per tal d’evitar una distorsio dels resultats del test.

I s’acostumen a escollir de tal manera que np(} >5

Tests per dades categoriques en taules de contingéncia
Def. Considerem dos casos
1. Si volem establir si hi ha relaci6 entre dues variables

categoriques, el test s’anomena test d’independéncia per a

taules de contingéncia.

2. Si volem establir si la distribucié d’una variable és similar

en varies poblacions, el test s’anomena test d’homogeneitat per

a taules de contingéncia.

Test d’independéncia

Def. Considerem una mostra descrita per una taula de
contingéncia amb m files i n columnes per a les variables A i B,
amb A € {A1,..., A}, B€{By,...,
d’independéncia a

B,}. Anomenem test

HO Ip(A = Az n B = BJ) = p(A = Az)p(B = Bj), VZ,]
Hy:3i,j, p(A=A;NB = Bj) # p(A = A;)p(B = B))
Per comoditat s’acostuma a definir p;; = p(A = A; N B = By),
pit =p(A=A) ipy; =p(B=B).

Def. Anomenem taula d’efectius observats a

By B, B3 B,
Al Oll 012 013 Oln Ol+
Az | O O Og Oz, | O24
A'm O’ml O’m2 O’m3 O'mn Om+
O11 Ot2 Oi3 Oin | N




on O;; = “nombre d’individus amb A = A; i B = B;”.

Def. Anomenem taula d’efectius esperats a la taula que s’obté
Oi+ Oy
2

de forma analoga perd prenent en aquest cas F;; =

Obs. ipy; = Oﬁ" en

E;; s'obté de fer I'estimaci6 p; = O—N+

0i1 04,

= Npjj = Npiypy; ® —— =:

E[O4;|Ho] N

Obs. L’estadistic x? de Pearson per a aquest test és

— E,
” i) X%mflxnfl)

i per tant, la regi6 critica és C = {X | x% > X%mfl)(nfl) 1—at-

Test d’homogeneitat en m poblacions
Def. Considerem que A € {A44,...,
poblacions de les quals es disposa d’una mostra d’una variable

A} identifica m

categorica amb n nivells B € {B,..., B,}. Anomenem test

d’homogeneitat a

Def. Definim la taula d’efectius observats i la taula d’efectius

esperats analogament al test d’independéncia.

Obs. En aquest cas, E;; s’obté de fer I'estimaci6 py; = Oﬁj en

0i:0+j _. o

E[Oij|Ho] = Oi1pyj =~ N = i

Obs. Conseqiientment, ’estadistic x? de Pearson i la regi6
critica per a aquest test son els mateixos que en el test

d’independéncia.

Models lineals
Def. Volem explicar el comportament d’una variable aleatoria

Y, que anomenem variable dependent, en funci6 d’altres

variables X, ..., X,_1, que anomenem variables independents,

explicatives o predictores. Quan X; son categoriques

s’anomenen factors, i quan son numeériques covariables.

Obs. (principi de parsimonia). Donats dos possibles models
que ajusten adequadament les dades, en general és preferible

aquell model que tingui menys parametres.

Formulacié general del model lineal

Def. Anomenem model lineal al model que s’obté de suposar
Y = X8+,

on X* = (1,X17...,Xp,1) 1 ﬁ = (ﬁo,ﬁl,...
que tenim n mostres de Y, Xy, ...

amb Y|X* NN(XIB7UE)7

,Bp—1). Suposarem
, Xp—1 i treballarem amb les
segiients hipotesis:

1. & ~N(0,03),Vi=1,...,n

=02, Vi=1,...,n

3. ¢; és independent de €, Vi # j.

2. homocedasticitat: o2

D’aquesta manera, tindrem

Bo
Y 1 211 212 T1p—1 3 €1
1
Yo 1 a1 w2 Top_1 €2
— Bz | +
Yn 1 Tnl Tn2 xn,p—l ﬂ En
p—1

o en forma compacta Y = X + ¢, amb Y|X ~ N(X3,021d).
Def. Anomenem

1. vector de respostes a Y = (Y1,...,Y,).

2. matriu de disseny a X = (x;;)i;.

3. vector de coeficients a 5 = (Bo, ..., Bp—1)-
4. vector d’errors a & = (£1,...,&5).

Def. Anomenem model nul al model resultant de considerar
dinicament un parametre, és a dir, Y; = 8o +¢;, Vi=1...n, on

Bo s’anomena intercept. Equivalentment,

Y1 1 €1

Y2 1 €2
T (5(’) +

Y, 1 En

Estimaci6é en models lineals
Def. Donada y = (y1, ...

métodes d’estimacio de 3 segilients:

,Yn) realitzacié de Y, definim els

1. minims quadrats ordinaris (OLS): consisteix a minimitzar
S(B) = lly — 117 = Sy (91 — )% on § = XB. Si XTX 65 mo
singular, la solucié és = (XTX)"1XTy.

2. minims quadrats ponderats (WLS): consisteix a minimitzar

S(8) =3, wilyi — i), = Var[Y;].

-1
on w,

correlacionades: minimitza S(5) = (y —

residu de I'observacié i-ésima és e; = y; —

3. minims quadrats ponderats amb observacions
Xﬁ)TV_l(y - Xﬁ)a on
(XTVAIX) I XTV 1y si

V = Var[Y]. La soluci6 és 3 =
XTV~1X és no singular.

Obs. Nosaltres treballarem amb 1’estimacié de 8 per minims
quadrats ordinaris. Aixi, si no diem el contrari, B sempre sera
aquesta estimacio.

Prop. Aquesta B té les segiients propietats:
1. B és 'emv de B.

2. B1X ~ N(B,02(XTX)™1).

3. 3 és UMVUE.

Def. El vector de valors predits és Y =X B =
Def. Siy = (y1,...

(Y1,..., Ya).

,Yn) €s una realitzaci6 del vector Y, el

7;. Aixi, anomenem

vector de residusa e =Y — XB.

Obs. XTe=0.
Def. La suma de quadrats residual és RSS = Y1 (y; — :)*.

Prop. Considerem la variancia residual 2.

+ Zz 1(yZ

1. L’emv de o2 ve donat per 62 ;). Suposant

que p = rang(X ' X), aleshores
1 n

2D (i~
i=1

i per tant, I’estimador té biaix.

2 2
~ Xn—p

2. L’estimador pel métode dels moments de o2, que no té

biaix, ve donada per

1 ¢ o, m _, RSS
;(yz yz) = a _nfp’

de manera que si p = rang(X ' X), aleshores (n;#b& ~ X?Aﬁp.

Def. S? és I'error quadratic mig (mean squared error o MSE).
ﬁ Z:L:l(y’L - g)2'

) com a conseqiiéncia del fet

Obs. Per al model nul, By =7 i 62 =
Obs. 3j|X ~ N(Bj, o (XTX)}!
que B|X ~N(B,0?(XTX)™h).

Def. Anomenem test de significaci6 del parametre (3; al test

d’hipotesis

H() . BJ =0
H1 : Bj 75 0
que rebutja Hy si (B)i:;)()]jl Ztnpi-a/2-




Def. Considerem
SStotal = Z(Y; - ?)2; SSmod = Z(ffz - ?)2
i=1 i=1

SSres = RSS = Y (V; - ;)2

i=1

anomenem taula de PANOVA de la regressio a

Font SS df MSS F

Model | SSpoa | p—1 | SSmoa /(p—1) | Fo = et/ =Y
Residual | SS;es | n—p | SSpes /(n—p)

Total SStotar | n—1

Obs. Es pot demostrar que SSiota; = SSimod + SSres-

Def. Anomenem coeficient de determinacio a R? = SSS% o)

total
SSres
SStotal

Obs. R? ens permet quantificar quanta variabilitat de les

equivalentment, R? =1 —

dades explica el model.

Def. Anomenem test omnibus al test d’hipotesis

Hy:1=82=---=8,=0
H1:3j7 ﬁ]#o

L _ SSmoa /(p=1)
que rebutja si F' > F_1 n_pi—q, on F = m.

Validaci6 del model lineal i prediccié
Prop. Y|X ~ N (XB,0?X(XTX)"'XT).
Def. Anomenem matriu de projeccié a H = X (XTX) 7 1XT.
Def. Siguin Xo = (1, 201, o2, - -

.,Z0,p—1) unes certes
condicions experimentals. Anomenem valor predit per a les
condicions Xy a §p = X4 4. Aixi mateix,

1. Anomenem interval de prediccié de yo al (1 — a)% per a

I'observacié X a

Ilea(yO) = ’Qo + tnfp,lfa/2 \/52(1 + XJ(XTX)_lXO)

2. Anomenem interval de confianca de o = XJ 8 al (1 — a)%

per a ’observacié Xg a

ICi1—a(po) = Jo £ tn_pi-as2 \/SQXJ(XTX)_lXO

Prop. En aquestes definicions hem usat que
1. go ~ N(XTB,0%) i
2. go ~ N(X( B,0° X7 (XTX) ™" Xo).

Prop. El vector de residus e =Y — Y =Y — XB segueix una
distribucié e|X ~ N (0,02[Id —X (XTX)71XT]).

Def. Anomenem coeficient d’apalancament o anclatge
(leverage) de 1'observaci6 i-ésima, a hy; = (X (XTX)71XT),;,

I’i-ésim element de la diagonal de la matriu de projeccio.

Obs. El leverage h;; és una mesura de la distancia entre
(1, Lily---s l’i’pfl) i el centroide (1,54,1, ..
propietat % < h; <1.

Def. Amb aquesta definici6é, anomenem

., T4 p—1). Verifica la

1. residus estandarditzats a

Yi — Ui

Stand. Res. = —————
and. Res ST

~tnp

2. residus studentitzats a

Yi — Ui

S—iyv1 = hi;

Student. Res. =

on S(Q_i) denota l’estimaci6 de la varidncia residual quan se
suprimeix ’observacié i-ésima del model.

Def. Es diu que hi ha multicol-linealitat entre les variables

predictores si hi ha una relacié de dependéncia entre elles.
Obs. La multicol-linealitat implica que det(X T X) és molt
petit, fins i tot zero en el cas extrem. Si aixo passa, la matriu
XTX esdevé singular i per tant, hi ha infinites solucions per B .

Def. Anomenem factor d’inflament de la variancia (VIF) de la

variable predictora j-ésima a

1

VIF(Y) = T

on R?(X;) és la R? obtinguda en la regressié que té com a
variable resposta la variable X; respecte la resta de predictores.
Per altra banda, 1 — R?(X;) rep el nom de tolerancia.

Obs. Si VIF =1 no hi ha correlacié entre les variables. Quan
1 < VIF < 5 es considera que les variables estan moderadament
correlacionades. Finalment, si VIF > 5, es considera que estan
altament correlacionades.

Def. Es diu que una observacié X; és influent si afecta de
forma significativa als valors dels coeficients de la regressio.

Def. Anomenem distancia de Cook de 'observaci6 i-ésima a

?

Tl —hu S?

Obs. La distancia de Cook sera elevada si el leverage o el
residu soén elevats.

Def. Anomenem DFFITS de 'observaci6 i-ésima a

Student. Res.;

%3

Iy
DFFITS; = “
! 1-h
Obs. Es pot verificar que D; ~ w.
Obs. DFFITS és una mesura d’influéncia.
Def. Anomenem DFBETA i DFBETAS de la ¢-ésima

observacio i la variable predictora j-ésima a
Bi = Bi-a
S—iy(B;)

. 7T$p—lay) 1 Ryp = (rl‘ﬂj)ija on

Tq,p denota la correlacio lineal entre els vectors a i b, aleshores

Dij = Bj — Bj—iys Dj; =
Prop. Si prenem ¢ = (g 4, ..

R? = ¢"R,,c. Aixi, si no hi ha correlacié entre les variables
predictores, aleshores R,, = Id i per tant, R? = ||¢||%.

Def. Anomenem coeficient de determinacié ajustat a

o SSres /(TL - p)
SStotal /(n - 1)

—1
—1-(1-R)>—=
( )n_p

2
Radj =1
Obs. Observem que R? creix en augmentar el nombre de
variables del model. Ri 4 €s en certa manera una versio
millorada de R?, ja que permet comparar models amb diferent

nombre de variables predictores.

ANOVA d’un factor
Def. Suposem que volem descriure una variable resposta Y
usant tnicament una variable explicativa A de tipus factor.

Considerem el segiient model lineal
Yij = 1+ Ti + €4,

on tenim que

1. p; = p+ 7; és el valor esperat de la resposta pel nivell <.
2. els errors ¢;; son independents amb distribucio N (0, o2).
3. a és el nombre de nivells del factor A i n; és el nombre
d’observacions del nivell i-ésim.

Def. Amb la notaci6é anterior, definim

a g a ng a
N=Yon Te= oY owe Te= Y=y o
i=1 vj=1 i=1

i=1 j=1
isin;=n,Vi=1,...,a, diem que el model esta balancejat.



Obs. Volem establir si hi ha diferéncies significatives pel valor
de la resposta en funci6 dels nivells del factor, és a dir, ens

plantegem el test

H0:71:-~-:Ta=0
Hy :3ital que 7; #0

Ho:pp == pq
Hy @ 3i # j tal que p; #

del que val la pena fer notar que no és equivalent a fer les
comparacions dos a dos.

Def. Considerem

Sstotal = ZZ(yU - ?--)27

i=1 j=1

SSerror = Z i(yzj - 51)2

i=1j=1

SSa =Y ni(@. —7.)°
=1

anomenem taula de ’TANOVA d’un factor a

Font SS df MSS F
Factor A | SSa a—1 SSa/(a—1) F:#m

Error SSerror | N —a | SSerror /(N — a)

Total SStotal N-1 SStoml /(N — 1)

Obs. Es pot demostrar que SS;ota; = SSA + SSerror

Obs. Observem que

1. SSa és la variaci6 entre nivells (between) deguda al factor A.
2. SSerror €s la variaci6 dintre dels nivells (within) o residual.

SSa

Prop. Sota Hy tenim =>4 ~ X§71- Per altra banda, sempre

tenim Ss‘j‘% ~ X% _,- Aixi, rebutjarem el test anterior quan

I'estadistic

S84
a—1
SSerror
N-—a

F =

~ Fo_1,N—a (sota Hy)

satisfaci F' > F,_1 N—q,1—a-

Obs. En forma matricial el model esdevé

Yiu L €11
Ylnl 1 1 e 0 n €1n1
. n
= +
Y1 10 1 Ta €al
Yan, 10 1

Ean,

Obs. Com que la matriu de disseny X del model no té rang
maxim aleshores les equacions normals (XTX)3 = XTy tenen
infinites solucions. Per tal d’evitar aix0, s’afegeixen restriccions
addicionals en forma de contrastos.

Def. Anomenem restricci6 de

1. tipus baseline (o treatment) a imposar 71 =0 0 7, = 0.

2. suma zero a la consistent a imposar >y, 7; = 0.

Obs. Les prediccions §;; = fi; = fi + 7;, aixi com les diferéncies
fti — f1;, s6n les mateixes per a les dues restriccions.

Obs. Si que canvia la interpretacié dels parametres:

1. Pel contrast baseline o treatment

(a) fi: valor esperat per a la categoria de referéncia, fi = 7;..
(b) 7;: canvi en el valor esperat de la resposta en considerar la
i-ésima categoria i no la de referéncia, 7; = fi; — L =7;. — U;..
2. Pel contrast de suma zero

(a) fi: valor esperat de la resposta per a tots els nivells, sense
indicar el grup (mitjana global), i =7...

(b) 7;: canvi en el valor esperat de la resposta en considerar la
i-ésima categoria i no la mitjana global, 7, =y, — ...

Def. Anomenem meétode de Tukey al métode consistent a

1. Ordenar les mitjanes en ordre creiexent.

2. Calcular S%k = 7(?\,%2‘)‘;;, on ny = a(nfl +oong )7

3. Rebutgem Hy quan [y;. —¥;.| > ¢a(a, N —a)Sg, , on

ga(a, N — a) denota el quantil « en la distribuci6 dels Rangs de

Student.

ANOVA de dos factors

ANOVA de dos factors sense interaccio

Def. Suposem que volem descriure una variable resposta Y
usant dues variables explicatives A i B de tipus factor.

Considerem el segiient model, que anomenem model additiu

yl]k:M+Tt+ﬁj+€2]k> i:17'~'7a> j:17~“7b7 kil:'“:n

on tenim que

1. pij = p+ 7; + B; és el valor esperat de la resposta per la
combinaci6 A = A; i B = B;.

2. els errors €55, son independents amb distribucio (0, o).
3. aib és el nombre de nivells dels factors A i B, in és el
nombre d’observacions, de répliques, per a cada combinacié de
A=A;iB =B

Obs. Volem establir si hi ha diferéncies significatives pel valor

de la resposta entre els diferents nivells de cada factor, és a dir,

ens plantegem els tests

Hy
Hi:3ital que 7; # 0

H§:pi=--=p=0
H? :3j tal que 8 #0

m=-=7,=0

Def. Anomenem taula de PANOVA de dos factors (sense

interaccid) a

Font SS df MSS
Factor A | SSy a—1 SSa/(a—1)
Factor B | SSp b—1 SSp/(b—1)
Error SSerror | N—(a+b)+1 | SSerror /(N — (a+b)+1)
Total SStotai N -1 SSiotar /(N — 1)

Prop. Les regles de decisi6 per als tests anteriors son:

1. Rebutjar Hj si F§ > Fu_1 N~ (atb)+1,1—a-

2. Rebutjar HZ si F2 > Fy 1 N—(atb)+1,1-a-

Obs. Novament hem d’afegir restriccions, que poden ser de
1. tipus baseline: 7 = 31 =00 bé 17, = 5, = 0.

2. suma zero: y ¢, 7, =01 23:1 B; =0.

ANOVA de dos factors amb interaccio

Obs. Es possible que ens trobem en un cas en qué hi ha
interacci6 entre els dos factors, cosa que es pot percebre en la
grafica de les mitjanes de cada nivell pels dos factors: si no hi
ha paral-lelisme vol dir que tenim una certa interacci6é entre
factors. En aquest cas ens convé reformular el nostre model.

Def. Anomenem model amb interacci6é (no additiu) al model

Yijk = 1+ Ti + B +vij + €k, i=1,...5a, j=1,...

on tenim que

1. pij = p+ 7 + Bj + 7vi; és el valor esperat de la resposta per
la combinaci6 A = A; i B = B;.

2. els errors €;5;, son independents amb distribucio N'(0, o2).
3. a i b és el nombre de nivells dels factors A i B, in és el
nombre d’observacions, de répliques, per a cada combinacié de
A=A,1B=0B,.

Obs. En aquest cas ens plantegem un nou test que s’afegeix

als dos anteriors,
H: vij =0, Vi, j
H3 2 3i,j, tal que v;; # 0

Def. Anomenem taula de ’ANOVA de dos factors amb
interaccio a




Font SS df MSS F
Factor A SSa a—1 SSa /(a—1) F&:%
Factor B SSgp b—1 SSp/(b—1) = /(ii‘thi)—l))
Inter. AB | SSap (a—1)(b—1) | SSap/((a—1)(b—1)) Fg = %

Error SSerror ab(n —1) SSerror /(ab(n — 1))

Total SSiotal N -1 SStotar /(N — 1)

Prop. Les regles de decisi6 per als tests anteriors son:

1. Rebutjar H& si FO1 > Fy_1,ab(n—1),1—a-

2. Rebutjar HZ si Fg > Fy_1abtn-1)1-a-

3. Rebutjar HJ si F > Fla—1)(b—1),ab(n-1),1-a-

Obs. Novament hem d’afegir restriccions, que poden ser de

1. tipus baseline: 71 = 1 =01 y1; = vin =0, Vi, j.

2. suma zero: y ;. T; = Z?Zl B; = 01, per altra banda, a més
E?‘:l Yig =0, Vi, 1 300, 755 = 0, V5.

Obs. Si la interacci6 és estadisticament diferent de zero,
podem fer servir els mateixos métodes per comparar els nivells
d’un factor en funcié de cada nivell, fixat, de I'altre factor.
Def. Les sumes de quadrats de tipus I, tipus II i tipus III sén

Variable SS de tipus 1 SS de tipus 1T SS de tipus 11T
A SSyu —SSa SSstSA,B SSB,AB*SSA,B,AB
B SSa—SSap SSa—SSan SSa,4aB —SSa,B,AB
AB SSa,B—SS4,B,4B || SSa,B—SSa,B,AB || SSa,B—SS54,B,4B

Obs. Fem alguns comentaris sobre les sumes de quadrats.
1. Tipus I: també coneguda com a seqiiencial, considera
lefecte dels factors a mesura que es van introduint. A més,
dona una descomposicié de la suma de quadrats total.

2. Tipus II: quantifica I'efecte que té afegir cada variable al
model, suposant que no hi hagi interacci6.

3. Tipus III: quantifica I'efecte que té afegir cada variable al

model, suposant que hi hagi interaccio.

ANCOVA
Def. Suposem que volem descriure una variable resposta Y a
partir d’una variable explicativa de tipus numeéric (covariable)
X i una de tipus categoric (factor) F. Considerem el model
amb interaccio

Yijg = Bo+ P1xij + i +vimig t ey, =1,k J=1,...,ny
on tenim que
1. els errors &;; son independents amb distribucié N (0, o2).
2. k és el nombre de nivells del factor F' i n; és el nombre

d’observacions, de répliques, del nivell i-ésim.

Obs. En aquest cas també ens cal afegir restriccions, que
poden ser de

1. tipus baseline: a; =01y = 0.

2. suma zero: Zle a; =01 Zle ~v; = 0.

Obs. Expressats en forma matricial, els models esdevenen:

1. Contrast de tipus baseline

Yi 1
) 1 2z, 0 ) 0 A

Y : : €1
" 1 2, O 0 0 0 Bo "
: 1 2y 1 0 @ o [P :

Ya1 o [ : @2 €21
Sl o1 w1 0 ma, - 0 o T I

Yon, . . . L . ag E2ny
: ’ V2 :
. 1 @z 0 -+ 1 0 N 71

Yia . . . A . Ve €kl
. 1 pp, 0 -+ 1 0 Thn,,

Yin,. Ekny

2. Contrast de suma zero

Yiu €11
. 1 11 1 - 0 r11 0 .
Yin : : A €1
' , Einy
’ 1 o, 1 0 i 0 Fo ’
. . . 5
N : (a5t
Yio11 . 0 0 | e
=1 L 1 Th—
. k-1 k-11 P
- : : : : : : " _
Yitm ! -
. 1 @1, 0 -0 1 0 e Tl :
1 oz -1 o =1 —ag e - -
Y . . . . . . ! k1
1 Theny, -1 i B P
Yien, Ekny

Obs. En aquest model es poden fer els segiients tests

1. Test de significacié de la covariable X: en el contrast de
tipus baseline, si no es rebutja Hy : 81 = 0, aleshores el pendent
de la recta del grup de referéncia no és significatiu i per tant no
hi ha relaci6é entre resposta i covariable en aquest nivell.

2. Test de significacié del factor F: si no es rebutja

Hy:a; =--- =i =0, aleshores els termes independents de
les rectes de cada grup no difereixen significativament. Tenen
ordenada a ’origen comuna.

3. Test de significaci6 de la interacci6: Si no es rebutja

Hy v =--- =~ =0, aleshores les pendents de les rectes de
cada grup no difereixen significativament, és a dir, son rectes

paral-leles.

Altres resultats

Estimaci6é pel métode dels moments
Distribucio de X Estimador MM

Ulo, 6] Onrar = 2X
N(p,0?) furv = X, 63 = 5 iy (Xi = X)2
lognorm(p, o2) finiar = 5 logmb + 2log mf,
62,0 = —2logm + logm,
Exp(}) Ay = =

Estimacié maxim versemblant

Distribuci6 de X Estimador ML

Bern(p) I?J\/IL =X

Pois()) Avrp =X

N(p, %) finer =X, 03 = 5 iy (Xi = X)?

lognorm(u, o2) fiser =log X, 63, = 2257«
Exp(\) AL = %
Rayleigh(6) Orir = ﬁ Do X7
Uulo, 0 O = Xn)

Estimacié puntual bayesiana

Obs. En fer 'estimacié puntual bayesiana, per obtenir un
valor per 'estimacid s’acostuma a prendre ’esperanca de la va

obtinguda a posteriori.

Comparacié d’estimadors

Distribucio de X | 6 | W(X) | Bo(W) | MSEy(W)
N(p,0?) p| X 0 Fa
N (i, %) a2 9?2 0 (Zi)
u[o, 6] 0 | 2X 0 e
Pois(\) A X 0 A
Pois()) A2 0 | 24 2%
Obs. Donada X ~ Pois(\) tenim Zx (\) = 1.
Obs. Donada X ~ Bern(p) tenim Zx (p) = ﬁ.

Def. Quan 6 és multivariable s’anomena matriu d’informaci6é

de Fisher del parametre 6 continguda en la va X a

(Ix(0)),, = Ex (a%logL(mX)) <£jlogL(aX)>

Def. Es defineix la matriu d’informaci6é de Fisher del

parametre 6 continguda en una mostra X analogament.



Lema. Amb regularitat, Zx (8) = nZx(6).

Prop. Amb regularitat, (IX(e)),-j = Ex[~ 504 log L(0]X)] i
també (I)f(e))” = Ex[ 89 a; log L((9|X)]

Obs. Donades A i B matrius simétriques, la notacio A = B

vol dir que A — B és una matriu semidefinida positiva.

Th. (de Cramér-Rao multivariable). Sigui X mas i W(X) un

~

estimador sense biaix de 7(0), és a dir, Ex[W(X)] = 7(6).

Suposem a més que 7(6) és diferenciable. Aleshores

Cov(W(X)) = Dr(6)(Zx (9)) " Dr(6)"
Suficiéncia
Distribuci6 de X 0 Estadistic suficient per
Bern(p) P T()N() = >, X; ~Bin(n,p)
N(p,a?) 1 T(X)=X
Ul,....0} o T(X) = X
N(p,o?) (1, 0?) T(X)=(X,5%

Families exponencials
Def. Donada una familia exponencial, anomenem forma
canodnica a f(x]0) = c(H)h( x)exp (Zle 0;T;(x)). En aquesta

forma els 6; s’anomenen parametres canonics i els T;(z)

estadistics suficients canonics.

Prop. Donada una familia exponencial en forma canonica,
1. E[T;(X)] = a%ilogc(t?).

2. Cov(T}(X), Tj(X)) = o log c(0).

Cor. Var[T;(X)] = 892 log ¢(9).

Obs. L’emv de E[T; (X)] és fi; = L3 Ti(X)) i és UMVUE
perqueé és sense biaix i assoleix la fita de Cramér-Rao.

Obs.

poisson, la bernoulli i la gamma.

Son exemples de families exponencials la normal, la

Intervals de confianga

Distribuci6 de X Interval de confianca
N(u,0?), 0% coneg. IC; _o(p) =X + \%Zl,am
N (i,0?%), o2 desconeg. IC) _o(p) =X+ \F tr11-a/2
N,0?) [C1-(0?) = |05, =0 |
X ~ N(p,0%) IC1—a(p2 —m) =Y - X £,
1Y ~ N(p2,0?) § =tmin—21-as25c/ = + =

Tests d’hipotesi
Obs. Donada Xj,...,
donades A1 > Ag > 0, els tests d’hipotesi

X, ~ Pois(\) mas per a alguna A > 0 i

Hoi)\:)\o
Hli/\:)\l

Hol)\:)\o
Hi:A> )\

tenen per test UMP de mida « el que rebutja Hy quan X € C,
onC={X|S=Y" X,>A,}ipX|Xel)=a

Obs. Donada Xq,...,X, ~ Exp(f) mas per a alguna 6 > 0, el
test d’hipotesi

Hy:0=0

Hy:0+#06g

té per test UMP de mida « el que rebutja Hy amb regi6 de
rebuig C' = {X | Xe %X <A, }ip(X| X €O).

Algunes propietats de variables aleatories

Prop. X; ~ Pois()\;) mas = Y | X; ~ Pois (31", ;).
Prop. X ~ Exp(\) = X ~ Gamma(1, \).

Prop. Si X ~ N(ux,0%)iY ~ N(uy,o%) independents,

aX—Q—bY—i—CN/\/'(auX—Q—buy—i—c,aQaf(+b2U%)7 Ya,b,c € R

Prop. Si X ~ Pois(\) i F és la seva funcié de probabilitat,

aleshores
Lz LA 1 +o0 e
k>0

Miscel-lania

Obs. 0 <2y <<z = [[;1
Per altra banda, 1[0@] (2ny) = 1[95(")’00)( )
Obs. 300 (wi—w)® =20 (@ —2)* + 0L, @ —n)*
Prop. (desigualtat de Markov). Sigui X > 0 va tal que

E[X] < co. Aleshores Va > 0 se satisfa p(X > a) < @.

Prop. (desigualtat de Chebyshev). Sigui X va amb E[X] < oo,

Var[X] < oo 1 Var[X] # 0, Aleshores Vk > 0 se satisfa
1
p(IX ~ E[X]| > kVar[X]'?) < -

_fl xozfl )5*1d:p
f+°° a—1,—fz .

o (@) = Lo,a)(T(m))-

Def. La funci6 beta és B(«, )
Def. La funci6 gamma és I'(«a, 8) =

Obs. T'(n+1,1) =nl.

Obs. Sigui Xy, ..., X, mas. Aleshores Fx , (v) =
per tant, fx (z)=n(Fx ()" L fx(z).

Th. (del limit central). Sigui {X,}, -, mas, E[X;] =p <ooi

Var[X;] < oo. Aleshores

(Fx (2))" i

X—pu
-

—>N(0 1)

Cor. Considerem la successié {X,},5 amb X, ~ Bin(n, p).
D, e B N N(0,1).

np(l—p) n—oo

Aleshores tenim

Algunes comandes ttils de R

General

* Llegir dades d’un arxiu .csv amb coma pels decimals:
utils::read.csv2(file, ...)

* Obtenir informacié d’una variable:

base: :summary (object, ...)

* Avaluar una expressio en el context d’un conjunt de dades:

base::with(data, expr, ...)

Grafics genérics

* Fer un scatterplot de les dades que inclou una recta de
regressio entre d’altres corbes. Es poden separar les dades per
grups. L’R ens proposa dues opcions

(Ei) car::scatterplot(formula, data, subset, xlab, ylab, id = FALSE,
legend = TRUE, ...)

(l)) car::scatterplot(x, y, boxplots = if (by.groups) ""else "xy", regLine
= TRUE, legend = TRUE, id = FALSE, smooth = FALSE, groups, by.groups =
'missing(groups), xlab = deparse(substitute(x)), ylab =

deparse (substitute(y)), ...)

* Afegir la recta y = bz 4+ a a un plot, o bé la recta vertical
x = v o la recta horitzontal y = h:

graphics::abline(abline(a = NULL, b = NULL, h = NULL, v = NULL, coef =
NULL, ...))

* Afegir punts a un plot:

graphics::points(x, y = NULL, type = "p", ...)

* Fer un plot de mitjanes condicionades a un o dos factors.
Sovint l'utilitzem amb with(data, plotMeans(...)):
RcmdrMisc: :plotMeans (response, factorl, factor2, error.bars = c("se",
level = 0.95, connect = TRUE, ...)

"sd", "conf.int", "none"),



Variables aleatories

* Suposem que X ~ N (mean, sd?). Aleshores

(a) f(x):

stats::dnorm(x, mean = 0, sd = 1, log = FALSE)

(b) p(X < q):

stats::pnorm(q, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
(c) q tal que p(X < q) =p:

stats::qnorm(p, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
* Analogament, tenim

stats::pbinom(q, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
stats::pchisq(q, df, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
stats::pf(q, dfil, df2, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
stats:

:ppois(q, lambda, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

stats::pt(q, df, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

Tests d’hipotesi

Test de la t de Student

La funcio segiient ens permet fer un test d’hipotesi per
I’esperanga d’'una o dues normals. L’R ens proposa dues

opcions:

(Zl) stats::t.test(x, y = NULL, alternative = c("two.sided", "less",

"greater"), mu = 0, paired = FALSE, var.equal = FALSE, conf.level = 0.95,
)

(l)) stats::t.test(formula, data, subset, ...)

Test F' de comparacié de variancies
Aquesta funcié ens permet fer un test d’hipotesi per la ratio de

la variancia de dues normals. L'R ens proposa dues opcions:

(Ei) stats::var.test(x, y, ratio = 1, alternative = c("two.sided", "less",
"greater"), conf.level = 0.95, ...)
(l)) stats::var.test(formula, data, subset, ...)

Test de Pearson de la x>

La segiient funci6 permet fer el test d’independéncia per a
taules de contingéncia i el test d’homogeneitat per a taules de
contingéncia. L'R ens proposa:

stats::chisq.test(x, y = NULL, correct = TRUE, o)

Models lineals
Estimacio i inferéncia
* Crear un model lineal ajustant per minims quadrats.

Utilitzant formula = Y ~ 1 obtenim el model nul:

stats::lm(formula, data, subset, contrasts = NULL, ...)

* Extreure els coeficients del model:

stats::coefficients(object, ...)

* Calcular les taules d’analisi de la variancia per a un o més
models. Per a PTANOVA de dos factors utilitza les sumes de
quadrats de tipus I.

stats::anova(object, ...)

* Calcular les taules d’analisi de la variancia de tipus II o III:
car::Anova(mod, type = c("II", "III", 2, 3), ...)

* Fer el test d’hipotesi

Hy: Xj =rhs
H, : X3 # rhs

on X = hypothesis.matrix és una matriu que pot no
pertanyer al model. rhs és un vector:

car::linearHypothesis(model, hypothesis.matrix, rhs = NULL, ...)

Mitjanes marginals estimades (emmeans)

* Calcular les mitjanes marginals estimades a partir d'un
model, aixi com la desviaci6 estandard i els intervals de
confianga corresponents:

emmeans : : emmeans (object, specs, ...)

* Obtenir els intervals de confianga de les mitjanes marginades
d’un model. Forma part del paquet emmeans:

confint (emm, level = 0.95, adjust, ...)

* Fer un plot de les mitjanes marginals estimades a partir d’un
model, amb la possibilitat d’afegir-hi els intervals de confianca i
de prediccid corresponents:

emmeans: :emmip(object, formula, CIs = FALSE, PIs = FALSE, ...)

* Donades les mitjanes marginals estimades d’'un model,
comparar-les dos a dos, és a dir, per a cada parell de factors.
Forma part del paquet emmeans:

pairs(x, ...)

* Donades les mitjanes marginals estimades d’un model,
extreure i mostrar la informaci6é de totes les comparacions dos
a dos de les mitjanes marginals estimades:

multcomp::cld(object, level = 0.05, alpha = 0.05, Letters =
c("1234567890", LETTERS, letters), reversed = FALSE, ...)

* Fer un plot dels p-valors associats a les comparacions dos a
dos de les mitjanes marginals estimades d’un model:

emmeans: : pwpp (emm, method = "pairwise", ...)

Validacio

* Obtenir els residus, els residus estandarditzats, els residus
studentitzats, els DFFITS, els DFBETA, els DFBETAS i les
distancies de Cook, respectivament, del model:
stats::residuals(object, ...)

stats::rstandard(model, ...)
stats::rstudent (model, ...)
stats::dffits(model, ...)
stats::dfbeta(model, ...)
stats::dfbetas(model, ...)

stats::cooks.distance(model, ...)

* Fer diferents plots associats a un model:

graphics: :plot(x, which = c(1, 2, 3, 5), qqline = TRUE, ...)
Plot 1.
Plot 2.
Plot 3.
Plot 4.
Plot 5.
Plot 6.

* Donat un model, fer un grafic Q-Q pels residus studentitzats:

Valors predits contra els seus residus.
Grafic Q-Q pels residus estandarditzats.

Valors predits contra v/residus estandarditzats.
Distancia de Cook de cada observacio.
Leverages contra residus estandarditzats.

Leverages contra les corresponents distancies de Cook.

car::qqPlot(x, simulate = TRUE, envelope = .95, ...)

* Fer un plot d’influéncia del model. Fa un plot del hat-value
(leverage) contra el residu studentitzat per a cada observacio.
Cada punt és un cercle que té mida proporcional al valor de la
distancia de Cook.

car::influencePlot (model, ...)

* Calcular el VIF associat a cada variable del model:

car::vif(mod, ...)

Prediccio

* Obtenir els intervals de confianca del model:
car::Confint(object, estimate = TRUE, level = 0.95, ...)

* Fer un plot de les observacions juntament amb la recta de
regressio, els intervals de confianga i els intervals de prediccio:
HH::ci.plot(lm.object, newdata, conf.level = .95, newfit, ...)

* Fer una predicci6 o obtenir els valors predits del model, amb
la possibilitat d’obtenir també els intervals de confianga o els
intervals de prediccié corresponents:

stats::predict(object, newdata, se.fit = FALSE, interval = c("none",

"confidence", "prediction"), level = 0.95, ...)

Nom:




